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Proteusz: Swiatowych chwytéw jeszczes nie zaniechat
Tales: Postac¢ swq zmieniaé jest wciqz twq uciechq

Johann Wolfgang von Goethe “Faust”

Wstep

W ciagu ostatnich kilku lat intensywnie badane sa istniejace w Swiecie
systemy zaleznosci, takie jak sie¢ wzajemnych powigzan ludzkich [18, 27],
aktorow filmowych [26], wspoélpracujacych ze soba naukowcow [16] czy
graczy futbolowych [25]. Znajomo$¢ wlasnosci omawianych sieci jest dla
nas istotna, dzieki niej poznajemy nature rozprzestrzeniania sie réznych
choréb, przekazywania wiadomosci wsérod spoteczenstwa czy propagacji
danych w réznych sieciach radiowych np. w sieci telefonii komoérkowej. Na
szczegbdlne wyeksponowanie zastuguje sie¢ internetowa i odpowiadajacy jej
graf internetowy [2, 13, 20|, ktéoremu ostatnio poswieca sie wiele uwagi.
Tematyki tej dotyczy wiele artykuloéw, istnieje nawet niezalezne czasopismo.
Zainteresowanie to spowodowane jest nie tylko dlatego, ze to wdzieczny
i ciekawy obiekt badan, ale dzicki wiedzy o tym jakie wtasnosci posiada
sie¢ internetowa mozemy efektywniej projektowac algorytmy dzialajace w tej
sieci, np. algorytm wyszukiwania stron internetowych (ang. search engine).
Naturalne wiec jest, ze duze firmy takie jak Microsoft, AltaVista czy IBM

wlaczaja sie do badan i powoduja przyspieszenie tempa prac.



Niezaleznie od badan nad struktura sieci internetowej, naukowcy
wprowadzaja i badaja modele grafow losowych posiadajacych podobne
wlasnosci jak graf internetowy |7, 8, 10, 19]. W niniejszej rozprawie proponuje
nowy model, graf proteuszowy. Zasadnicza wlasnoécia odrdzniajaca graf
proteuszowy od innych pojawiajacych sie w literaturze modeli grafu
internetowego jest fakt, ze jego krawedzie, odpowiadajace polaczeniom
w sieci, moga pojawiaé sie, ale takze zanika¢. W przeciwienistwie do niemal
wszystkich modeli grafu internetowego, graf proteuszowy moze by¢ niespojny;
podkreslmy, ze graf internetowy, wbhrew powszechnemu mniemaniu, rowniez
sklada sie z wielu roznych sktadowych [13|. Inna istotna cechg grafu
proteuszowego jest to, ze przy wlasciwym doborze parametréw, model ten
pokrywa si¢ ze standardowym modelem grafu losowego G(n,p), czy, po
pewnych modyfikacjach, modelem sieci typu peer-to-peer — jest on zatem
uogo6lnieniem znanych w literaturze grafow losowych. Wprowadzony model
jest interesujacy nie tylko jako model sieci internetowej, ale wydaje sie
atrakcyjny réwniez z teoretycznego punktu widzenia. Posiada on bowiem
bogata strukture zaleznosci oraz, w przeciwienstwie do innych modeli grafow
losowych, definiujacy go proces proteuszowy jest tancuchem Markowa, ktory
znajduje sie w stanie stacjonarnym.

Pierwszy rozdzial niniejszej pracy zawiera do$¢ swobodnie potraktowane
omowienie rzeczywistych sieci. Okazuje sie, iz posiadaja one pewne
wspolne wlasnodci, ktore odrdézniaja je od innych tego rodzaju struktur.
Szczegodlnie duzo uwagi poswiecam grafowi internetowemu i jego najbardziej
charakterystycznym cechom jak rozkladowi stopni, spojnosci czy Srednicy.
W  konicowej czesci rozdzialu wprowadzam formalng definicje procesu

proteuszowego PB,,(d,n) oraz grafu proteuszowego P, (d,n).



W drugim rozdziale badam podstawowe wlasnosci grafu proteuszowego.
Pokazuje m.in., ze P,(d,n) (w przypadku, gdy n € (0,1)) posiada
podobng strukture do grafu o wierzchotkach ze zbioru [n], w ktorym
dwa dowolne wierzchotki 7,7, 1 < ¢ < 5 < n sa polaczone
krawedzig z prawdopodobienstwem (1—17)%(%)”, niezaleznym dla kazdej pary
wierzchotkow. Wykazuje ponadto, ze rozktad stopni w grafie proteuszowym
Pn(d,n) jest rozkladem potegowym (potega zalezy od parametru 7).
Wilasno$¢ ta pozwala traktowaé P, (d,n) jako model sieci internetowej.

Pokazuje rowniez, ze prawdopodobienstwo, iz ustalony wierzchotek jest
wierzchotkiem izolowanym (podobnie jest w przypadku
oczekiwanego stopnia) zalezy od miejsca w grafie, w ktorym sie on
znajduje. W “najgorszym” potozeniu znajduja sie wierzchotki w Srodku
grafu proteuszowego. Dla nich prawdopodobienstwo bycia wierzchotkiem
izolowanym jest najwieksze. Mozemy wiec powiedzieé, ze cze$¢ wierzchotkow
w grafie proteuszowym przezywa “kryzys wieku $redniego”.

W trzecim rozdziale zajmuje sie spoOjnosciag grafu proteuszowego
w przypadku, gdy n € (0,1) oraz n = 0. Okazuje sie, ze struktura zaleznosci
w omawianym grafie wplywa znaczaco na prog spojnoéci. W rozdziale
tym badaniom poddano rozmiar najwiekszej sktadowej oraz jej Srednice.
Korzystajac m.in. z teorii procesow gatazkowych pokazuje, ze Srednica
najwiekszej sktadowej w grafie proteuszowym wynosi ©(logn).

W koricowej czesci rozdzialu znajduje rozktad asymptotyczny “czasu
powrotu” do stanu spojnosci grafu proteuszowego. Jest to przyktad wielkosci
zwigzanej z procesem proteuszowym, dla ktérej trudno byloby znalezé
odpowiednik w innych modelach struktur losowych. Rozpatruje bowiem
zachowanie grafu proteuszowego ponad progiem dla pewnej okreslonej
wlasnosci (w tym przypadku spojnosci) i zastanawiam sie jak szybko graf
proteuszowy, ktory w trakcie procesu proteuszowego utracit “typowa’ dla

siebie wlasno$¢, ponownie wlasnosé te odzyska.



W ostatnim rozdziale opisano wyniki przeprowadzonych symulacji.
Ze wzgledu na mozliwo$¢ modelowania sieci internetowej, skupitlem sie na
dwoch szezegolnych wartosciach parametru 7 (now = 0,59 1 i, = 0,91) oraz
w przypadku, gdy $redni stopienn w grafie proteuszowym nie jest zbyt duzy
(d = 10).



1 Definicje

1.1 Maly wielki §wiat

Chcac odpoczaé¢ od codziennosci wybieramy sie w dalekie podroze do
odleglych zakatkow kraju czy $wiata. Mamy nadzieje, ze bedziemy sie tam
czuli anonimowo i beztrosko spedzimy wolny czas. Ogromne zdziwienie nas
ogarnia, gdy spotykamy tam kolegéw z pracy, rodzine czy znajomych. Mysle,
ze kazdemu z nas cho¢ raz przytrafita sie taka sytuacja. Najczesciej padaja
wtedy stowa: “Jaki ten $wiat jest maly!”.

Istotnie, jak szacuje The United Nations Department of Economic and
Social Affairs, w dniu 12 wrzesnia 1999 roku liczba mieszkaricow naszej
planety przekroczyla sze$¢ miliardow, niemniej jednak jezeli spojrzymy na
sie¢ wzajemnych powiazan ludzkich (ang. social network) odlegtosé¢ miedzy
osobami znajdujacymi sie w tej sieci jest zaskakujaco mala [18, 27].

Pierwsza osoba badajaca sie¢ wzajemnych powigzan ludzkich byt
Stanley Milgram z Harvard University [23], ktory w latach szesédziesiatych
przeprowadzil prosty, aczkolwiek bardzo ciekawy, eksperyment. Sporzadzit
on listy i zaadresowat je do znajomych makleréw gietdowych mieszkajacych
na terenie Bostonu (stan Massachusetts). Listy te wystal do losowo
wybranych osob w stanie Nebraska z pro$ba o ich dostarczenie. Listow
nie nalezalo jednak wysyta¢ bezpos$rednio do adresatéow, mozna je bylo
przekazywaé¢ wylacznie osobom, ktére dobrze znamy. Osoby biorace udzial
w doswiadczeniu, nie znajace adresatow musiaty podjaé¢ decyzje do kogo
przestaé list, aby “zblizy¢” sie do celu. Zazwyczaj wybieraly one rodzine badz
znajomych mieszkajacych w stanie Massachusetts (albo w samym Bostonie)
lub kogos z branzy finansowej, majac nadzieje, iz osoba ta zna adresata.
Okazalo sie, ze znaczaca liczba listow przygotowanych przez Milgrama
dotarta pod wskazany adres. Co wiecej, $rednio wystarczylo tylko szesé
przestan listu by list z Nebraski dotart do adresata w Bostonie. Milgram

przypuszczal, ze podobnego wyniku mozna by sie spodziewaé, gdyby chciano



skontaktowac ze soba dwie wybrane osoby przebywajace w dowolnym miejscu
na $wiecie. Srednia odlegloéé¢ w tym przypadku bedzie zapewne nieco wieksza
niz sze$¢, niemniej liczba ta zakorzenita sie na tyle mocno, ze do dzisiaj termin
“siz degrees of separation” 28|, oznacza, ze dowolne dwie osoby z danej grupy
sa “potaczone ze soba” wzglednie krotkim tancuchem, w ktorym sasiadujace
osoby sa w pewnym sensie “blisko siebie”.

Wtiasnosé te ma rowniez wiele innych, w miare naturalnie zdefiniowanych
sieci. W sieci aktorow, w ktorej dwie osoby sasiaduja ze soba, gdy zagraly
w tym samym filmie [26], kazda para aktorow (hollywoodzkich!) jest
polaczona tancuchem o dlugosci nie wiekszej niz osiem. Podobne badania
przeprowadzono dla sieci wspolpracujacych ze soba naukowcow |[16| oraz
graczy futbolowych [25]. Kolejna, bardzo wazna i czesto badana, tego rodzaju
siecig jest sie¢ internetowa, ktorej poswiecono osobny rozdziat 1.2.

Omawiane sieci posiadaja stosunkowo maty Sredni stopien, ktory, jak sie
wydaje, nie ros$nie wraz z rozmiarem sieci. Prostym modelem spelniajacym
ten wymog, jest duza sktadowa grafu losowego G(n, p), dlanp = d > 1, ktorej
srednica jest rzedu logn (a zatem jest mata nawet dla duzych grafow).

We wspomnianych sieciach zauwaza sie réwniez tendencje do grupowania
sie elementoéw w nich wystepujacych. Przyjaciele naszych przyjaciot sa czesto
i naszymi przyjaciétmi, naukowcy z ktoérymi wspotpracujemy niejednokrotnie
wspolpracuja rowniez miedzy soba. Podobnie jest w sieci aktorow czy graczy
futbolowych. Wtasnos¢ te mierzymy definiujac wspoétczynnik skupienia

(ang. clustering coefficient).



Definicja 1. Niech G bedzie dowolnym grafem. Dla dowolnego wierzchotka
v € V(G) przez T, oznaczmy graf jego sqsiadéw

V() = {zeV(G):{v,z} € E(G)},
EM,) = {{r,y} € E(G):zy e V(I)} .

Wspdtezynnik skupienia CV wierzchotka v € V(G) definiujemy jako

o _ [ET)|

2
a przez ¢ bedziemy oznaczaé wspotczynnik skupienia dla grafu G bedgcy
Srednim wspotczynnikiem skupienia w tym grafie.
Z’UEV(G) c

="

Zauwazmy, ze dla dowolnego grafu G wspotczynnik skupienia C¢ € [0, 1],
przy czym dla grafu pustego mamy C¢ = 0, gdy G jest grafem pelym,
wtedy C¢ = 1. Dla grafu losowego G(n,p), w ktorym krawedzie pojawiaja
sie niezaleznie od pozostalych z prawdopodobienstwem p = d/n, wartosé
oczekiwana CY wynosi p = d/n i dazy do zera gdy n — oo.

Wartosci wspotczynnikow skupienia dla roéznych sieci obliczone przez

Watts’a i Strogatz’a [29] przedstawiaja sie nastepujaco:

rodzaj sieci n d C Clos
sie¢ aktorow 225 226 | 3,65 | 0,79 | 0,00027
uktad nerwowy dzdzownicy 282 2,65 | 0,28 0,05
sie¢ elektryczna w USA 4941 | 18,7 1 0,08 | 0,0005

W powyzszej tabeli n oznacza liczbe elementéw znajdujacych sie w sieci,
d $redni stopien sieci, a C' to wspotezynnik skupienia. W ostatniej kolumnie
umieszczono, dla poréwnania, wspélczynnik skupienia Cj,s, ktory wystapitby
w grafie losowym majacym identyczna liczbe wierzchotkow oraz $Sredni
stopieni. Powyzsze wyniki sugeruja, ze graf losowy (pomimo, ze jego Srednica
jest wrzglednie mata) nie jest idealnym modelem dla rzeczywistych sieci,

ktorych wspotezynnik skupienia jest znaczaco wiekszy niz O(n™1).



Obecnie duzo uwagi poswieca sie badaniom istniejacych sieci (grafow)
typu ‘‘small world”. Chociaz trudno jest poda¢ ich formalna definicje,

wiekszos¢ grafow okreslanych ta nazwa posiada trzy nastepujace wlasnosci:

e staly (tzn. niezalezny od liczby wierzchotkéw n) $redni stopien grafu,
e Srednia odleglo$¢ pomiedzy wierzchotkami jest rzedu co najwyzej logn

6c = O(logn) ,

e wspolezynnik skupienia jest znaczaco wiekszy niz w grafie losowym

C%>nt.

1.2 Graf internetowy i jego wlasno$ci

Szczegbdlnym rodzajem sieci typu “small world” jest sie¢ internetowa, lub
inaczej graf internetowy. Jest to graf skierowany G, ktorego wierzchotki
V(G) odpowiadaja stronom internetowym, natomiast tuki A(G) odpowiadaja
odsylaczom pomiedzy tymi stronami. Luk (x,y) € A(G) wtedy i tylko wtedy,
gdy na stronie odpowiadajacej wierzchotkowi = € V(G) znajduje sie odsytacz
do strony odpowiadajacej wierzchotkowi y € V(G).

Graf internetowy jest jednym z najintensywniej badanych obiektow
wspolczesnej informatyki. Kazdego miesiaca pojawiaja sie dziesiatki
artykutlow na ten temat, istnieje nawet niezalezne czasopismo poswiecone
wlasnosciom grafu internetowego i r6znym jego modelom. Ponizszy opis grafu
internetowego oparty zostal na artykule [13|, ktorego autorzy badali strukture
sieci internetowej z 1999 roku (sktadajaca sie podowczas z okoto 200 mln stron
WWW oraz 1,5 mld odsytaczy).



Rozklad stopni

Najwazniejsza wlasnoscig grafu internetowego jest rozktad stopni. To wlasnie
on wyréznia go spoérod innych naturalnych przyktadow grafow. Okazuje
sie, ze rozktad ten jest rozktadem potegowym. Powyzsza wtasnos¢ zachodzi

zarowno dla stopni wejsciowych jak i wyjsciowych (wyktadniki potegi roznia

sie dla obu tych przypadkow).
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Niemal identyczne wyniki otrzymano analizujac dane pochodzace z maja
1999 roku jak i z wrzesnia tegoz samego roku. Co wiecej, podobne wyktadniki
dla rozkladu stopni wierzchotkow otrzymal wezesniej Kumar et. al. [20]
badajac pieciokrotnie mniejsza sie¢ pochodzaca z 1997 roku. Mozna zatem
przypuszczaé, iz pomimo szybkiego rozwoju sieci internetowej rozklad
stopni pozostaje niezmienny i w pewien sposob powigzany z mechanizmem

tworzenia omawianej sieci, cho¢ zwigzek ten do dzisiaj pozostaje dos¢

P(deg™ (v)

k) ~ k=21 dla kazdego v € V(G)

P(deg®VT(v) = k) ~ k=2 dla kazdego v € V(G)
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Staba spdjna skladowa

Najwieksza staba spojna skladowa w grafie internetowym sklada sie
z 186 mln wierzcholkow, co stanowi 91% wszystkich wierzchotkow. Mogloby
sie wydawac, iz duzy rozmiar najwickszej sktadowej jest wynikiem istnienia
wierzchotkéw o duzym stopniu wejsciowym. Tak jednak nie jest. Nawet
jezeli usuniemy wszystkie wierzchotki o stopniu wejsciowym wiekszym lub
rownym 5, graf nadal bedzie zawieral staba spdjnag skltadowa zawierajaca
59 miIn wierzchotkow. Wtlasno$é ta jest niezwykle wazna dla projektowania
i analizy algorytmow dziatajacych na tego typu strukturach. Ponizsza tabela
pokazuje rozmiar najwiekszej stabej spojnej sktadowej (w mln) po usunieciu

wierzchotkéw o stopniu wiekszym lub réwnym k.

k 1000 | 100 | 10 | 5 | 4 | 3
rozmiar sktadowej (w mln) | 177 | 167 | 105 | 59 | 41 | 15
rozmiar sktadowej (w %) 87 | 82 | 52 [ 29|20 | 7

Silnie sp6jna skladowa

Najwieksza silnie spojna sktadowa w grafie internetowym sktada sie z 56 mln
wierzchotkow, co stanowi 28% wszystkich wierzchotkow. Jezeli zestawimy te
warto$¢ z rozmiarem stabej spojnej sktadowej mozemy zada¢ pytanie: gdzie
jest reszta wierzchotkow? Dokladniejsza analiza grafu internetowego ukazuje
nam jego charakterystyczng strukture, okreslang potocznie w literaturze jako

“muszka” (ang. “bow-tie”).

11
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Wierzchotki w grafie internetowym mozemy podzieli¢ na pieé¢ klas:

- SCC — wierzchotki znajdujace sie w najwickszej silnie spdjnej sktadowej,

- OUT - wierzchotki nie bedace w SCC, do ktérych mozna doj$¢ z dowolnego
wierzchotka znajdujacego sie w SCC,

- IN — wierzchotki nie bedace w SCC, z ktérych mozna dojé¢ do dowolnego
wierzchotka znajdujacego sie w SCC (a zatem i do dowolnego

wierzchotka znajdujacego sie w OUT),

12



- TENDRILS — wierzchotki bedace w najwiekszej stabej spojnej sktadowej,

ale nie bedace w zadnym ze zbiorow SCC, OUT, IN; moga to

by¢ przyktadowo wierzchotki do ktorych mozna doj$é z wierzchotka

znajdujacego sie w IN, badZ wierzcholki z ktorych mozna doj$é do

wierzchotka znajdujacego sie w OUT, badz wierzchotki, ktore leza na
Sciezce od wierzchotka w IN do wierzchotka w OUT (TUBES),

- DISCONNECTED -~ wierzchotki

sktadowa.

Oto rozmiary poszczegolnych klas:

poza najwieksza staba spojna

klasa rozmiar | rozmiar (w %)

SCC 56 463 993 27,7

IN 43 343 168 21,3

ouT 43 166 185 21,2
TENDRILS 43 797 944 21,5
DISCONNECTED | 16 777 756 8,2
W sumie 203 549 046 100,0

Srednica i $§rednia odleglo$é

Ze wrzgledu na wielkos¢ grafu internetowego i ztozono$¢ problemu nie

obliczono doktadnej wartosci jego $rednicy. Wielokrotne przeszukiwanie grafu

wszerz (startujac z losowo wybranego wierzchotka), doprowadzito jednak do

kilku oszacowan.

Srednica SCC wynosi co najmniej 28, natomiast maksymalna dlugosé

najkrotszej skonczonej $ciezki taczacej dowolne dwa wierzcholki wynosi

co najmniej 503 lecz nie wiecej niz 905.

13



Srednia odlegloéé pomiedzy losowa para wierzchotkow wynosi 16,12.
Natomiast w wersji nieskierowanej (strzalki zamieniamy na krawedzie)
Srednia odlegto$¢ wynosi 6,83. Analiza struktury tego grafu sktonita Alberta
et. al. |2], do przypuszczenia, ze $rednia odleglo$¢ wierzchotkow w grafie
internetowym ro$nie z grubsza jak dg = 0, 35+2, 06 log;, n, gdzie n jest liczba
wierzchotkow (stron WWW) tego grafu. Dla n = 2-10® (rozmiar rzeczywistej

sieci w 1999 roku) dg ~ 17,45.

1.3 Modele grafu internetowego

Niezaleznie od badan nad strukturag sieci internetowej, w ostatnich latach
opublikowano ponad sto artykutéow poswieconych modelom graféw losowych
majacych wlasnosci podobne do grafu internetowego. W wiekszosci tych
modeli, interesujacy nas graf jest stanem pewnego lancucha Markowa
{Gi}2y = {(Vi, By 2y, gdzie w t-tym kroku do grafu G; dodajemy
jeden wierzchotek taczac go krawedziami z pozostalymi wierzchotkami
zgodnie z pewna, przyjeta wczesniej przez autoréw modelu, regula [8, 19].
Niektore z modeli dopuszczaja rowniez generowanie krawedzi pomiedzy
juz istniejacymi wierzchotkami w grafie |7, 10|. Zwré¢my uwage, iz
modele zdefiniowane w powyzszy sposob zawsze generuja graf spojny. Nie
odzwierciedlaja zatem zbyt wiernie wlasciwosci sieci internetowej, ktora, jak
pokazuja badania, posiada wiele spojnych sktadowych.

Wprowadzony i badany w niniejszej pracy graf proteuszowy dopuszcza
istnienie wielu sktadowych. Jego zasadnicza cecha, jest to, ze w procesie
proteuszowym, w trakcie ktorego generujemy graf proteuszowy, dopuszczamy
zaré6wno dodawanie jak i usuwanie krawedzi. Procz tego, w odroznieniu od
innych modeli grafu internetowego, podobnie jak w standardowym modelu
grafu losowego G(n,p), w czasie procesu proteuszowego liczba wierzchotkow
pozostaje stala; co wiecej, proces ten pozostaje w stanie stacjonarnym co
pozwala bada¢ takie jego wlasnosci jak czas powrotu (ang. recovery time),
czyli czas, w ktorym graf ponownie bedzie posiadal typowa wlasnosé, ktora

utracit w trakcie procesu.
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1.4 Definicja grafu proteuszowego

W niniejszym rozdziale wprowadzimy pojecie grafu i procesu proteuszowego.
Zanim jednak przedstawimy formalng definicje, chcielibySmy oméwié¢ krotko
idee, ktora jest prosta i intuicyjna. Rozwazmy dowolny graf G skladajacy
sie z n wierzchotkow. W kazdym kroku procesu wybieramy losowo jeden
wierzchotek i usuwamy go z grafu G wraz z incydentnymi z nim krawedziami
(odpowiada to sytuacji, w ktorej losowa strona WWW zostaje usunieta
7 sieci internetowej). Nastepnie dodajemy nowy wierzchotek oraz taczymy
go z pozostalymi wierzchotkami w grafie zgodnie z ustalonym rozkladem
X = X,_1 (w internecie pojawia sie nowa strona, a na niej odsytacze do
innych stron). Istotny jest fakt, iz dopuszczamy w tym miejscu, aby rozktad
X,—1 zalezal od “wieku” wierzchotkow pozostajacych w grafie (wydaje sie to
naturalne, ze na nowopowstaltych stronach czesciej umieszczane sa odsylacze

do starszych, znanych juz dobrze stron internetowych).

Przejdzmy teraz do formalnej definicji. Niech X, ; = (Xy,...,X_1)
bedzie (n—1)-wymiarows, nieujemna, calkowitoliczbowa zmienna losowa,
G bedzie dowolnym grafem o zbiorze wierzchotkow V(G) = [n] =
{1,2,...,n}, a o bedzie dowolng permutacja zbioru [n]. Rozwazmy
nastepujacy jednorodny tancuch Markowa {(Gy, &k, Ar)}32,, W ktorym
stanami sa trojki (G, 6x, Ay), gdzie Gy, jest grafem o wierzchotkach ze zbioru
[n], r : [n] — [n] jest permutacja zbioru [n], oraz Ay C [n]. Stanem
poczatkowym procesu jest (Go, 5o, Ag) = (G,0,0). W k-tym kroku procesu
wybieramy losowo wierzcholek ¢ € [n], a & otrzymujemy przez przeniesienie

wierzchotka ¢ na koniec permutacji ;_1, tzn. dla £ > 0

Gk-1(7) dla 65-1(5) < G%-1(7)
or(j) = S Gr1(j) —1  dla d3_1(§) > Fp_1(3)
n dlaj=1i.
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Nastepnie tworzymy graf Gy z grafu Gr_1 poprzez usuniecie wszystkich
krawedzi incydentnych z wierzchotkiem ¢ oraz wygenerowanie losowo nowych
krawedzi zgodnie z rozktadem X,,_;. Mowiac Scislej, jesli przez d'(5; ' (¢)),
¢ = 1,2,...,n — 1, oznaczymy liczbe krawedzi laczacych wierzchotek i

7 wierzchotkiem &, '(¢), to wektor losowy

(@@ (), (@ @), d'(67 (n = 1))

odpowiadajagcy nowo wybranym krawedziom ma mie¢ rozklad X,,_;.
Przyjmujemy rowniez Ay = A1 U {i}.

Innymi stowy, aby otrzymacé Gy, usuwamy z grafu Gr_1 losowy wierzcholek
(wraz z jego krawedziami), przenumerowujemy odpowiednio pozostale
wierzchotki, dodajemy nowy wierzchotek n oraz laczymy go z innymi
wierzcholtkami zgodnie z rozktadem X, ;. Przez Ay oznaczamy zbior
wszystkich wierzchotkéw, ktore zostaly wybrane do tej pory.

Zdefiniujmy

L =min {k: Ay = [n]},

tak by po L krokach, kazdy z wierzcholtkow grafu Gy zostal wybrany
(i przenumerowany) przynajmniej raz. Proces proteuszowy PB(X,,_1) jest
zdefiniowany jako laricuch Markowa {(G;, 0;)}2,, w ktorym stanami sa pary
(G;,04), gdzie G; = éi+L oraz 0; = 0;yr. Zauwazmy, ze zdefiniowany
laricuch PB(X,,_1) = {(Gi, 04) }32, jest taricuchem nieprzywiedlnym (wszystkie
stany sa istotne i komunikujace sie) oraz ergodycznym (wszystkie stany
sa powracajace, niezerowe i nieokresowe). FLarncuch ten znajduje sie
w stanie stacjonarnym, czyli rozklad zdeterminowany przez G; na zbiorze
wszystkich grafow o wierzchotkach ze zbioru [n] = {1,2,...,n} jest
identyczny dla wszystkich ¢ > 0. Zauwazmy roéwniez, ze rozklad ten
nie zalezy od wyboru poczatkowego grafu G oraz permutacji o. Graf
proteuszowy P(X,_1) jest grafem losowym zdefiniowanym poprzez ten
rozktad. W celu uproszczenia rozwazan, w dalszej cze$ci pracy zalozymy,
ze “wiek” wierzchotkow w grafie proteuszowym odpowiada ich etykietom.

Wierzchotek “najstarszy” (wierzchotek, ktory najdiuzej nie byl wybierany)
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to wierzchotek posiadajacy numer 1, zag “najmlodszy” (wierzchotek, ktory
zostal wybrany w biezacym kroku) to wierzchotek n. Zatem graf proteuszowy

P(X,,—1) bedziemy utozsamia¢ z G, gdzie
L = min {z . 0; jest identycznoéciq} .

Rzecz jasna, struktura grafu proteuszowego P(X,,_1) zalezy od rozktadu
zmiennej losowej X, _ ;. Jezeli, na przyklad, X, _; posiada rozktad
dwumianowy B(n—1,p), to P(X,_1) pokrywa si¢ ze standardowym modelem
grafu losowego G(n,p). Innym prostym rozkladem jest rozktad, w ktorym
wybrany w trakcie procesu wierzchotek taczy sie z d losowo wybranymi
wierzchotkami. W tym przypadku, otrzymany model jest podobny do
wprowadzonego przez Pandurangana et. al. [24] modelu sieci typu peer-to-
peer [9], w ktérym nowo dodany wierzcholek taczy sie ze stata, ustalona liczba
wierzcholkéw ze zbioru mozliwych kandydatéw. Aby otrzymaé sie¢ typu
P2P nalezy, jak to zrobiono we wspomnianej pracy, wprowadzi¢ dodatkowe
krawedzie, aby uczynié¢ graf proteuszowy spojnym. Wprowadzony model jest
zatem uogolnieniem wcezesniejszych modeli, pozwalajacym jak sie wkrotce
przekonamy, przy wtasciwym doborze zmiennej losowej X,,_1, modelowac
rowniez rzeczywista sie¢ internetowaq.

W niniejszej rozprawie rozwazamy wylacznie specjalny rodzaj grafu
proteuszowego o n wierzchotkach, gdzie w kazdym kroku procesu
“nowy” wierzchotek wybiera niezaleznie d sasiadoéw sposrod pozostalych
wierzchotkéw, a prawdopodobienistwo wyboru ustalonego wierzchotka jest
proporcjonalne do jego “wieku” podniesionego do potegi 7. Mowiac
doktadniej, dla 1 < s < n — 1 niech

ds = (0,0,...,0,1,0,...,0)  (jedynka na s-tym miejscu),

n,d € N, n >0, X | oznacza nieujemna catkowitoliczbowa zmienna losowa

zdefiniowana poprzez nastepujacy rozkltad
n—1
P(X) =6, =s"/> i
i=1
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n

n—1» a

Przez X (i), i =1,2,...,d oznaczmy niezalezne kopie X
d
X:]{ijl = Z X1 (1)
i=1
W pracy bedziemy bada¢ wlasnosci grafu proteuszowego P(XZ"_il)

oznaczanego przez P,(d,n) i procesu proteuszowego P(X7%), ktory

bedziemy zapisywali jako 3,,(d, n).
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2 Stopnie wierzchotkéw grafu proteuszowego

2.1 Prawdopodobienstwo istnienia krawedzi

W  niniejszym rozdziale obliczymy prawdopodobiesistwo  p(&m™) (5 1)
wystepowania krawedzi pomiedzy wierzcholtkami i oraz j (i < j) w grafie
proteuszowym P,(d,n) pokazujac, ze krawedzie w grafie proteuszowym
pojawiaja sie “niemal niezaleznie” (Twierdzenie 5).

Zgodnie z definicja, wybrany w trakcie procesu proteuszowego wierzchotek
za kazdym razem usuwa wszystkie krawedzie z nim polaczone. Zatem
jedynie ostatni wybor ustalonego wierzchotka wplywa na ostateczny ksztatt
grafu proteuszowego. Wierzchotek, w momencie, kiedy po raz ostatni zostal
wybrany, przesuwamy na koniec permutacji i }aczymy z d losowo wybranymi
wierzchotkami. Jednak nie wszystkie utworzone w ten sposob krawedzie
“przetrwaja’ do zakonczenia procesu. W grafie proteuszowym znajda sie
tylko te z krawedzi, ktore sa polaczone z wierzchotkami, ktoére do zakonczenia
procesu nie zostang ponownie wybrane. Ze wzgledu na czytelniejsza notacje
zatrzymujemy proces proteuszowy w momencie, gdy wierzchotki posortowane
sa wedtug czasow ostatniego wyboru (numer wierzchotka pokrywa sie z jego
“wiekiem”; wierzchotek o numerze 1 to wierzcholek “najstarszy”, natomiast
wierzchotek o numerze n jest “najmlodszy”).

Niech P,(d,n) bedzie grafem skierowanym o n wierzcholkach
pojawiajacym sie w trakcie procesu proteuszowego. Wierzchotek j w tym
grafie jest potaczony z wierzchotkiem ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy w momencie
kiedy wierzchotek j byl po raz ostatni wybrany (w trakcie procesu
proteuszowego) polaczyl sie z wierzchotkiem 4. Majac graf P, (d,n) mozemy
latwo utworzyé graf proteuszowy P, (d,n), umieszczajac krawedz {j,i}
w grafie P,(d,n) wtedy, gdy tuk (j,i) pojawia sie w grafie P,(d,n) oraz
J > 1. Zasade te ilustruje rysunek, na ktorym umiesciliémy jedna z realizacji
grafu losowego P5(2,7), oraz otrzymany na jej podstawie graf proteuszowy
P5(2,n). Luki, ktore “nie przetrwaly” do zakonczenia procesu proteuszowego

zaznaczono linig przerywang.
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Przyktadowo wierzchotek 3, w momencie kiedy byl po raz ostatni wybrany,
polaczyt sie z wierzchotkami 2 oraz 4. Niestety krawedz pomiedzy
wierzchotkami 3 i 4 nie bedzie wystepowala w grafie proteuszowym Ps(2,7),
poniewaz w kolejnych krokach procesu wybrano wierzchotek 4 i usunieto
wszystkie krawedzie z nim potaczone.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze prawdopodobienstwo istnienia
krawedzi pomiedzy dowolnym wierzchotkiem j a wierzchotkiem i (j > 1)
zalezy od polozenia (w permutacji) wierzcholka ¢ w momencie, gdy po raz
ostatni zostal wybrany wierzchotek j. Polozenie to jest zmienng losowa,

ktorej rozktad opisuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2. Niech 1 < i < j < n. Rozwazimy proces proteuszowy
{(Gi,0)Y2, i niech (G9,67) oznacza stan, w ktdrym po raz ostatni
(do momentu wygenerowania grafu proteuszowego) wybrano wierzchotek j,
1 <j <n. Niech U"(j,i) = 67(), dla 1 < i < j.

Wtedy dla kazdego k, i <k <n —j+1,

() [ ey
)

P(U"(j,1) = k) =
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oraz )
.. m

Co wiecej, zmienna losowa U™(j,1) jest silnie skoncentrowana wokdt swojej
wartosci oczekiwanej. Dia log®n < i < j < n zachodzi bowiem nastepujgca

nierownosé

P(U" (i) — E(U"(j,1))] > ———E(U"(j.1))) = o(exp(—log™*n)) .

— Vlogn

Zanim udowodnimy powyzsze twierdzenie przedstawimy pomocniczy

lemat, mowigcy o rozkladzie wystepujacej w twierdzeniu permutacji 7.

Lemat 3. Oznaczmy przez &’ losowq permutacje zbioru [n] otrzymang
z jednostajnej losowej permutacji przez natozenie warunku, ze elementy
1,...,J wystepujg w tej permutacyi we wltasciwym porzqdku oraz, ze o7 (j) =
n.

a(1) <G (2) <--<a(j)=n

Wtedy permutacja 67 moze byé identyfikowana z losowq permutacjqg 7.

Dowdd. Niech a = {a;}} oznacza losowy ciag liczb catkowitych ze zbioru

1=—00

[n], gdzie dla dowolnego ¢ < 0 oraz 1 < r <mn,
Pla; =r)=1/n.
Dla dowolnego i € [n]| oraz t < 0 zdefiniujmy 7'(¢,7) w nastepujacy sposob
T(t,i) =max{j <t:a; =i}

(jezeli i nie wystepuje w nieskoriczonym ciggu {a;}.___, co zachodzi

0

1=—00

z prawdopodobienstwem rownym 0, 7'(¢,7) = —o0). Niech teraz a = {a;

bedzie losowym ciggiem otrzymanym z a poprzez natozenie warunku
—00<T(0,1) <T(0,2) <---<T(0,n)=0.

Zauwazmy, ze ciagg a mozna interpretowac¢ jako ciag wierzchotkow

wybieranych w czasie trwania procesu proteuszowego, w ktorym ap to
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numer ostatniego wybranego wierzcholtka (w tym kroku wygenerowano graf
proteuszowy), a_; to numer wierzchotka wybranego ¢ krokow wezesniej,
a T'(t,i) oznacza czas ostatniego wyboru wierzchotka ¢ do momentu t.

Z definicji T wynika, ze T(T'(0,7),1) —T(0, j) jest czasem, ktory uptynat
od ostatniego wyboru wierzchotka 7 do momentu, w ktorym po raz ostatni
wybrano wierzcholek j. A wiec 67(i) = k wtedy i tylko wtedy, gdy k-ty

najmniejszy element w ciagu
T(T(0,4),1),T(1(0,5),2), ..., T(T(0,5),n),

wynosi T(T(0,7),1). Wprost z definicji wynika, ze T(T(0,7),7) = T(0,7)
jest najwiekszym elementem w ciggu, co oznacza, ze 67(j) = n. Co wiecej,
dla dowolnego i < 7 mamy 7°(0,7) < T(0,5), czyli T(7(0,4),7) = T(0,1).
Poniewaz dla 1 < k < [ < j zachodzi T'(0,k) < T(0,1) otrzymujemy, ze

Ostatecznie
() <6'(2)<---<6(j)=n,

a wiec permutacja 67 moze by¢ identyfikowana z losowa permutacja 7. [J
Powyzszy lemat bedzie pomocny w dowodzie Twierdzenia 2.

Dowdd Twierdzenia 2. Niech 1 <1i < j < n,aU"(j,1) bedzie zmienna losowa
zdefiniowang w zalozeniu twierdzenia.

W dowodzie Lematu 3 pokazali$my, ze permutacje 67 mozemy utozsamiac¢
z losows permutacja 07, co miedzy innymi oznacza, ze wierzcholki
{1,2,...,7—1} w permutacji 67 wystepuja w tej samej kolejnoci (nie musza
znajdowaé sie na tych samych miejscach). Oznacza to, ze zmienna losowa
U™(4,4) moze przyjmowaé¢ wartosci wylacznie z przedziatu [i,n — j +i]. Na
rysunku ponizej przedstawiono kilka przykladowych sytuacji, obrazujacych

zachowanie sie zmiennej losowej U™(j,1).
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U=n-j+i

|

U=1

Wierzchotki {1,2,...,j} sa zaznaczone jako kwadraty. Wierzchotki ¢ oraz
j wyr6znione zostaly innym kolorem. Prawdopodobieristwo istnienia
krawedzi pomiedzy wierzchotkiem j a wierzcholkiem ¢ (pierwszy rysunek
od lewej) zalezy od polozenia w permutacji 67 wierzchotka 7 (drugi
rysunek), a wiec od rozktadu zmiennej U"(j,7). Zmienna losowa osiaga
swoje maksimum dla U"(j,i) = n — j + @ (trzeci rysunek) oraz minimum
w przypadku, gdy U"(j,7) =i (czwarty rysunek).

Policzmy teraz prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa U"(j,i) jest

n—1
7—1

by wierzchotek j znalazl sie na koncu permutacji, a 7 — 1 ustalonych

rowna k. Istnieje ("7))(n — j)! sposobéw ustawienia n elementow tak

elementow (czarne kwadraty) wystapito w ustalonym porzadku. Natomiast
kfl) (nfkfl

i—1) i1

tej pozycji znajdowal sie wierzchotek 2. Zatem szukane prawdopodobienstwo

na ( )(n—j)! sposobow mozna ustawié¢ te wierzchotki, tak by na k-

wynosi

() (=)
)

PU"(j,1) = k) =
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Dokonujac prostych przeksztalcen otrzymujemy

n—j—+i
k=i
n—j+i n—k—1
_ zj: ]{Z )(y —i— 1)
] 1)
. n—j+i (k\ (mn—k—1
m z]: (i)(j—i—l)
=)
Rozumujac podobnie jak poprzednio, mozna pokaza¢, ze ustawiajac losowo n
elementow, gdzie j z nich (wyréznionych) znajduje sie w ustalonym porzadku,

prawdopodobienstwo, ze ¢ + 1-szy z wyrdéznionych elementéow znajduje sie

n—k—1

i 1)/( ) gdzie k moze przyjmowaé

na k + l-szym miejscu wynosi (%) ("
wartosci z przedziatu [i,n — j 4 i|. Zatem suma w powyzszym wzorze, jako
suma prawdopodobienstw po wszystkich mozliwych stanach, jest réwna jeden

i ostatecznie E(U"(j,1)) = in/j.

Aby pokaza¢, ze zmienna losowa U"(j,i) jest silnie skoncentrowana
wokot swojej wartosci oczekiwanej, skorzystamy z analogicznej, dobrze
znanej witasnosci, ktora zachodzi dla zmiennej losowej o rozktadzie
hipergeometrycznym [4, 5, 17].

Sposrod n kul, z czego k pomalowano na czarno, wybieramy losowo
j kul. Niech H"(k, j) bedzie zmienng losowa oznaczajaca liczbe wylosowanych
czarnych kul. Dla dowolnego ¢ € N

P(H"(k,j) = 1) = =

Mozna pokazaé, ze

E(H”(k,j)) )

n
oraz, ze dla dowolnego € € (0,1) (zobacz [17] Twierdzenie 2.10),

2

P(‘H”(k,j) - E(H”(k:,j))‘ > dE(H”(k:,j))) < 2exp [— %E(H”(k;,j))] .
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Niech 0 <e < i oraz niech

k= BUG)(1-e) = T(1-e),
— E(U"(j,i))(lJra):%l(lJrs).

Pokazemy najpierw, ze nastepujace prawdopodobiefistwa P(U"(j,i) = k)
oraz P(U™(j,i) = k), a tym samym P(U"(j, i) < k7)) oraz P(U"(j, i) > k),

sa mate. Istotnie

I D G ) N N Dl
e A A
- %.”(f—a) n—ZT”_(ll—a) j R ) =)
< s e - )
_ ]:ig.%.P(H“Mghn-—ylﬁggélﬁl)
< LR g) 2 (4 OB )
< 20 e (- Sr0Gz, )
- 1L (-5
<o den(-2),

€O oznacza, ze
P(U"(j,i) <k:) < kZ-PU"(,i) = k)

< 3iexp<——z’>.
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Podobnie mozna pokazaé, ze

. TS i - o (DO
PG = k) = & 1();?(—f1) 1):@_;__@.;,( )((?)j )
" Bra womaeg g T
o .
= %'P(H%@’j):n(fﬁsﬁ
< (14 55) LB 5) < (1= DR G )
< (145%5) Lorew (- SEGGE )
o .
i) hen(-52)
< 2<1+jéj2 -%exp(—%i),
oraz
P(U"(j,i) > k) < (n—kD)-P(U"(,i) = k)

- | )
0Ehae ) Lo~
= 2(j— (1-2)i)) exp(—éi)
< 2jexp<—i—;i>.
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Zatem dla log®n < i < j < n oraz dla ¢ = log™'/?

P(|vmG.o) —E@G.0)| = EUG.1))
=P(U"(j,9) < k) +P(U™(j,4) > k)
< 3i exp<—§i> Yy exp(—%i)
< 5n exp < — %z)

= o(exp(—log”" n)) .

Przedstawimy i udowodnimy teraz glowne twierdzenie 2z tego
podrozdzialu, mowiace o prawdopodobienstwie istnienia (badz nieistnienia)
krawedzi w grafie proteuszowym P, (d,n).

Nasze rozwazania rozpoczniemy od nastepujacej obserwacji. Przypu$émy,
ze do m urn wrzucono d kul (jedna po drugiej), za kazdym razem losujac urny
niezaleznie z prawdopodobienstwami réwnymi odpowiednio py, . .., pm, gdzie
>, pi = 1. Niech teraz Sy, S C [m] beda roztacznymi zbiorami urn, gdzie
|S1| < d, i niech p(Si,S2) oznacza prawdopodobienstwo, ze zadna z kul nie
znajdzie sie w urnie ze zbioru Ss, a kazda urna ze zbioru S zawiera¢ bedzie

przynajmniej jedna kule. Wtedy zachodzi nastepujacy fakt.

Lemat 4. Stosujgc powyzsze oznaczenia otrzymugjemy

p(S1,8) > (1= Y pp)*¥ldd—1)...(d= S|+ 1) ][] o,

JES1US, 1€S]

oraz

p(S1,82) < (1 =Y p)*¥ld(d—1)...(d—|S[+1) [] pi-

JES2 1€S,
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Dowad. Istotnie, wystarczy zauwazy¢, ze wyraz po prawe] stronie
pierwszego oszacowania to prawdopodobienstwo, ze kazda z urn ze zbioru
S1 zostala wybrana dokladnie jeden raz, a urny z S nie zostaly
wybrane ani razu. Wyrazenie po prawej stronie drugiej nieréwnosci to
oszacowanie 7z gory (niektore zdarzenia moga by¢ policzone wielokrotnie) na
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze kazda z urn ze zbioru S; zostata wybrana

przynajmniej raz, a zadna z urn z S nie zostala wybrana. [

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia. Niech 0 < n < 1, d € N, oraz
B, Ey C{{i,j}:log’n<i<j<n}, ENE=0.
Ponadto, dla kazdego i,j € [n], r = 1,2, niech
V.(j)={i<j:{ij} € B},
w(ji) = (1 - n)%(%)” = (1+ O(nnl))% :
we(j) = Y w(j,i).

1€Vr(3)

Twierdzenie 5. Niechn € (0,1), d € N, Ey, Ey, Vi(j), w(j,1), wi(j), wa(y)
bedq zdefiniowane jak powyzej, oraz niech |Vi(j)| < d dla kazdego j € [n].
Przez P,(FE1, Ey,d,n) oznaczmy prawdopodobieristwo, Ze wszystkie pary
ze zbioru Ey sq krawedziami w grafie proteuszowym P, (d,n) oraz Zadna para
ze zbioru Fy nie jest krawedziqg w P,(d,n). Wtedy prawdziwe sq nastepujgce

082a,Co0Wania:

PTL(E17 E27 d? 77) S 0<exp(_ 10g3/2 n))

+ ﬁ(l — (14 O(log 2 n))w,(5)) M0l

j=1

xd(d—1)...(d— Vi) +1) J] @+ Oog™*n))w(j, )

i€Vi(j)
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oraz
Pﬂ(Ela E27 d7 77) Z O(GXp(_ 10g3/2 n))

+ ][0 = (1 + 0Qog™2 n)) (wi () + wa(5)))* MO

J=1

xd(d—1)...(d—[Vi()|+1) J[ @+ OQog™*n))w(j,i).
i€Vi(y)
Dowadd. Policzmy najpierw ile wynosi suma wag W wszystkich wierzchotkow

w grafie proteuszowym P, (d,n).

W::E)ﬂ=0m+4%ﬂﬂwz

1-n (1 O( . 1)) nl*ﬂ
=(1+0n"))——.
—n 1—mn

= O+ (1)

Prawdopodobieristwo wystepowania (nie wystepowania) krawedzi pomiedzy
dowolnym wierzchotkiem j a wierzchotkiem ¢ zalezy od zmiennej losowej
U™(j,1), okreslajacej potozenie wierzchotka ¢ w momencie, gdy po raz ostatni

wybrano wierzchotek j. Z Twierdzenia 2 wynika, ze dla € = logfl/2 n

P(%(l —¢) <U"(j,7) < ?(1 + 6)) =1— o(exp(— log™/* n)).
Oznacza to, ze z prawdopodobieristwem 1 — o(exp(— log™/* n)) polozenie
wierzchotka ¢ w momencie, gdy po raz ostatni wybrano wierzchotek j wynosi
Z?(1 + O(log™1/? n)) ,
a co za tym idzie jego waga wynosi
(0"G.0) "W = (S0 0og™2m) ) 1+ O (1 =

= (1 + O(log ™2 n))l;—77 (%)n

~ (1400 m)u(j.i).
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Przypomnijmy, ze wierzchotek 7, w momencie kiedy zostal po raz
ostatni wybrany w trakcie procesu proteuszowego, wygenerowal losowo d
krawedzi (niezaleznie) incydentnych z j. Przy czym, prawdopodobienstwo
wyboru ustalonego wierzchotka jest wprost proporcjonalne do jego wagi.
7, powyzszych obserwacji oraz z Lematu 4 otrzymujemy nastepujace
oszacowanie z gory na prawdopodobienistwo zdarzenia, ze wierzchotek j,
w grafie proteuszowym P, (d,n), jest polaczony z wierzchotkami ze zbioru

V1(j) oraz nie jest poltaczony z wierzchotkami z V5(5)

o(exp(—1log™* n)) (Vi ()] + [Va(7)])
(L (14 Oflog™ 2 m)u (7))
xd(d—1)...(d—|Vi(j)] +1) H (14 O(log™ 2 n))w(j,4).

ieVi(j)

Analogicznie mozna uzyskaé¢ nastepujace oszacowanie z dotu

o(exp(—log™ ) (IVi ()| + [Va(4)])
+(1 = (14 O(log™"? n)) (wn(j) +wa(4))) "MV
xd(d—1)...[d= Vi) +1) ] (1+00og 2 m)u(ji).
i€Vi(d)
Aby zakonczy¢ dowdd twierdzenia wystarczy teraz zauwazy¢é, ze generowanie
krawedzi, w dowolnym kroku procesu proteuszowego, zalezy jedynie od
wag wierzchotkow (od polozenia wierzchotkéw w permutacji); nie zalezy w

szczegoOlnosci od rozkladu istniejacych juz w grafie krawedzi. O

Analogiczne twierdzenie do Twierdzenia 5 zachodzi w przypadku, gdy
n = 0, jednak w tym przypadku waga wierzchotka nie zalezy od potozenia
wierzchotka w grafie (tj. w(j,i) = 1/n dla kazdego 1 < i < j < n), co

znacznie upraszcza teze twierdzenia.
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Twierdzenie 6. Niech d € N, Ey, Ey, Vi(j), Va(j) bedq zdefiniowane jak
powyzej, oraz niech |Vi(j)| < d dla kazdego j € [n].

Przez P,(Ey, Es,d,0) oznaczmy prawdopodobienistwo, ze wszystkie pary
ze zbioru By sq krawedziami w grafie proteuszowym P, (d,0) oraz zadna para
ze zbioru Fy nie jest krawedzig w P,(d,0). Wtedy prawdziwe sq¢ nastepujgce

082a,CoWania:

Py(Ey, By, d,0) < [ = Wa()/n)* 10
7j=1

xd(d—1)...(d—|Vi(j)| + 1)n~ V1
oraz

Py(Ey, By, d,0) > [ = Vi()l/n — [Va(i)] /m)? V20
7j=1

xd(d—1)...(d—|Vi(j)| + 1)n~ "I,

Na koniec zauwazmy, ze Twierdzenia 2 i 5 sugeruja, ze wlasnosci grafu
proteuszowego P, (d,n), sa podobne do wlasnosci grafu o wierzchotkach ze
zbioru [n], w ktorym dwa dowolne wierzcholki i, j, 1 < i < j < nsa potaczone
krawedzia z prawdopodobieristwem

p( i) = du(i.i) = (1 - (1), )

n\1q
niezaleznie dla kazdej pary wierzchotkow. Istotnie, jesli |Vi(j)| = o(d) dla
J € [n], to na mocy Twierdzenia 5, prawdopodobieristwo, ze wszystkie pary
ze zbioru E; sy krawedziami w grafie proteuszowym P, (d, n) oraz zadna para

ze zbioru Esy nie jest krawedzia w P, (d,n) wynosi

Pu(Ey, By d,) ~ f[(l— Z G.0)) "0 TT w(ii)

1€Va(y ieVi(j)
= (L+oll) exp( d 3 wii) II duGii)
{i.j}eE2 {i,j}eE;
= (1+0(1))exp<— Z p(j,i)) H p(j,9)
{i.d}eE {i.jYeEn
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Natomiast w  przypadku grafu z  niezaleznymi  krawedziami,

prawdopodobienstwo analogicznego zdarzenia wynosi

[T (t-»G:0) T »G0)

{i.j}eEr {ijtekn

—(+oM)exp (= > pG.0) [T »G.0).
{irj}EEQ {inj}eEl
W  podobny spos6b mozna argumentowaé¢, ze wtasnosci grafu
proteuszowego P, (d, 0) sg zbiezne do wlasnosci grafu, w ktorym dwa dowolne

wierzchotki sg polaczone krawedzig z prawdopodobnienstwem d/n.

2.2 Rozklad stopni

W niniejszym rozdziale pokazemy, ze rozktad stopni w grafie proteuszowym
P,(d,n) jest rozktadem potegowym, w ktorym potega zalezy od parametru 7,
co pozwala mie¢ nadzieje, ze bedzie on przydatnym modelem sieci
internetowej. Rozwazania nasze zacznijmy jednak od znacznie prostszego

zadania: oszacowania wartosci oczekiwanej stopnia ustalonego wierzchotka.

Twierdzenie 7. Niech d = o(n!*="/2) 5 € [0,1). Oczekiwana liczba krawedzi
w grafie proteuszowym Py(d,n) wynosi (1 + o(1))dn/2. Oczekiwany stopier
wierzchotka i = i(n), log*n < i < n wynosi

Edeg(i) = (1 + 0(1>)d1_TZ . ((%)n + 12_—7777%> .

Dowdd. Przez deg” (i) bedziemy oznacza¢ liczbe krawedzi pomiedzy
wierzchotkiem 7 a dowolnym wierzchotkiem j > 4. Analogicznie deg™(7)
oznacza liczbe krawedzi pomiedzy wierzchotkiem ¢ a dowolnym wierzchotkiem

J < i. Ostatecznie deg(i) = deg” (i) + deg™(4) oznacza stopien wierzcholka i.
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Policzmy najpierw oczekiwana warto$¢ deg™(i). Zauwazmy, ze waga
kazdego wierzchotka jest nie wieksza niz 1/W, gdzie W jest dane
rownaniem (1). Zatem w dowolnym momencie procesu proteuszowego,
dowolny zbior sktadajacy sie z log® n wierzcholkow posiada catkowita wage
nie wiekszg niz log®n/W = O(n"'log®n). Oznacza to, ze oczekiwana
liczba krawedzi pomiedzy wierzcholkiem i a dowolnym z pierwszych log®n

wierzchotkéw wynosi
d-O(n" log®n) = o(n= 12 log®n) = o(1) .

Co wiecej, z Twierdzenia 2 wynika, ze z prawdopodobiefistwem 1 —
o(exp(—log®?n)), catkowita waga wszystkich wierzchotkow j, log®n < j < i,
wynosi

A A

(1+0(1) > wihi) = (1+0(1))(1—77)%i” S

j=log3n j=log®n
= (1+0(1))(1—n)—i"n/ [nz] ™ "dx
n log3 n/n
T\
= (1 1))(1 - — —d
(+om)a-n(2) [ o

i\7 (i /n)n

= (1+om)(1-mn(=) e
= (1+0(1))i/n,

a zatem
Edeg=(i) = (1 + o(1))di/n + o(1) .

Prawdziwos¢ tej rownosci mozna pokaza¢ réwniez w nastepujacy sposob.
W momencie, gdy po raz ostatni wierzcholek i zostal wybrany (w trakcie
procesu proteuszowego) polaczyl sie z d innymi wierzchotkami. Od tego
momentu, az do zakorficzenia procesu generowania grafu proteuszowego,
wybrano (by¢ moze niektore wierzchotki kilka razy) dokladnie n — i
wierzchotkéw. Tym samym oczekiwana wartos¢ usunietych krawedzi wynosi
d(n—1)/n, a wiec oczekiwana wartosé¢ krawedzi, ktore “przetrwaly” do konca

procesu wynosi di/n.
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Z drugiej strony, korzystajac z Twierdzenia 5 i wzoru (2) mamy

n

Edeg(i)) = (1+o0(1)) Z p(j, )

= (o)t 5 g

n'l =
Jj=i+1

= (1+o(1))%n , [na]"dx

_ (1+o(1))d(1—n)<%>n/ilnx”dx

= (o) (5) (- ())
- ( +o(1))dl_—77<<2)77 - 3) .

1+n\\2 n

Ostatecznie wiec

E deg(i) = E deg=(i) + Edeg”(i) = (1+ 0(1))d1_—”(<§)n + 12_—"77%) .

Na koniec zauwazmy, ze oczekiwana liczba krawedzi w grafie

proteuszowym P, (d,n) wynosi

ZEdeg<(i) = (1+0(1)) Z di/n = (14 o(1))dn/2 .

]
Oznaczmy przez Zp = Zi(n;d;n) liczbe wierzchotkow stopnia k
w grafie proteuszowym P,(d,n) oraz przez Zsp = ) ., Zi liczbe

wierzchotkéw o stopniu wiekszym lub réwnym k. Pokazemy, ze z duzym
prawdopodobienstwem stopien wierzchotka jest bliski swojej wartosci
oczekiwanej i korzystajac z tej wlasnosci oszacujemy Zsjp dla k znacznie

wiekszych od d.
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Twierdzenie 8. Niech d = O(log®n), n € (0,1), k = k(n) > log* n. Wtedy

1—n d\i/n 3
- — 1 .
0 k;) + O(log” n)

Zei = (1+ o(1)n(
Dowodd. 7 Twierdzenia 7 wynika, ze

E deg(i) = (1+0(1))dﬂ[(2>n+2—nq

1+nl\q 1—nn
1—n/n\"
= (1 o)y (5) + 0@

= Edeg” (i) + O(d) .

Oznacza to, ze dla stosunkowo matego

. . 1—n d\Un

o =1ty(n)=n(——— =o(n),

(=i =n(152 )"
oczekiwany stopien wierzchotka ¢y wynosi z grubsza ky. Pokazemy, ze dla
dowolnego € > 0 prawie na pewno wszystkie wierzchotki ¢ takie, ze

1—n d
1+77 ko

1/
i2(1+5)i0:(1+5)n( ) nzlog?’n,

maja mniej niz ko sasiadéw oraz wszystkie wierzcholki ¢ takie, ze

1-n d)l/n

¢§(1—5)¢0=(1—5)n<1+n.k_0

maja wiecej niz ko sasiadow.

Niech 0 < ¢ < 1 oraz i > (1+ ¢€)ip. Niech 6 > 0 bedzie dowolna stala, dla
ktorej zachodza nastepujace nieréwnosci: § <e*/6id < (1 —¢&?)(1+¢e)7—1
(% < 1—¢?). Zauwazmy, ze dla funkcji f(e) = (1 —¢?)(1+¢)” — 1 mamy
f'(0) =n >0, a zatem dla odpowiednio malego parametru € wartosé¢ funkcji
f w tym punkcie jest wieksza od zera (f(g) > 0) i stala 0 > 0 o powyzszych

wlasnosciach istnieje.
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Pokazemy teraz, ze prawie na pewno deg” (i) < ko — d = ko(1 + o(1))
(deg(i) < ko).

P(deg” (i) > ko(1 4 o(1)))
= o(exp(—log*?n)) + Z P(deg” (i) = k)

k>ko(1+0(1))

= o(exp(=log™?n)) + Y Z

k>k0(1+0( )) ..... T >0

H (14 o(1))p(z;,1) H (1= (1 +o(1))p(4,7))

J>4,5¢{z1,.., o1 }

< >, TIa+opns [ Q= 0+0pG)

k>ko(1+0(1)) 1,2 > j=1 J>tj¢ @, e}

1—(1+0(1))p(j,7)
<11 1—(14+0)p(j,9)

j>i

Oszacujmy najpierw ostatni iloczyn

11 1—(1+0(1))p(j,1)

(6 + o(1))p. )
= (1 + ). 1) 1+ )

1—(140)p(y,7

— V=

j>i
= TI(1+(+o0()epG0)
j>i
< exp(l—l—o 62]9], > (3)
7>
Wprowadzmy pomocnicza zmienng losowa X; = sz (1), gdzie X;(j),

1 < j < n jest rodzing niezaleznych zmiennych losowych zdefiniowanych w

nastepujacy sposob

D = (1+8)p(.i),
P(X,(j) =0) = 1—(L+8)p(jii).

Wtedy

P(deg” (i) > ko(1+0(1))) < P(X; > ko(1+o0(1)))exp ( (14 of 52]9 Jyi ) :

J>i
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Aby pokaza¢, ze powyzsze prawdopodobienstwo dazy do zera skorzystamy
ze znanej wlasnosci sumy niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie
Bernouliego (patrz na przyklad Twierdzenie 2.8 [17]) mowiacej, ze dla
dowolnego 0 < ¢ < 3/2

2
IP’(]XZ- ~EX,| > gEXi> < 2exp ( - %Exi) . (4)

Oszacujmy teraz warto$¢ oczekiwang zmiennej X4,

EX(yaiy = Y, (1+08)p(j, (1+€)io)
i>(1+e¢)io
l—n
— (1+6)Td<1+5 ) >
7>(14€)io
1
= (1+o0(1)1+0)(1+e) "1+ n)ko/ xdx
0
149 9
= ——koy < — .
(1 -+ O(l)) (1 T 5)”k0 ~ (1 £ )ko
Zatem
P(deg” (i) = ko(1 + o(1)))
< P(deg” ((1+€)io) > ko(1+ 0(1)))
< P(X(14e) >k0(1+o(1)))exp<1+o )6 Z p(J, 1+€zo)>
j>(14€)io
1+o(1
< ]P)(|X(1+£)io - EX(1+a)io| > 52k0) eXp < 1 +(5 >5EX(1+€)Z'0>

< P(I X (140)i0 — EX(110)i0] = 2 EX(110)i) €XP <5EX(1+5)1‘0>

i ostatecznie, na mocy (4),

54
P(deg” (i) > ko(1 +o(1))) < 26Xp< _ g1E:X(1+€)io) exp (5EX(1+€)2-0)
84
< 2exp ( - EEX(H—E)io)

< 2exp ( — Q(log” n)) =o(n').
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Oznacza to, ze prawdopodobienistwo, ze stopien wierzcholka 7 jest wiekszy
lub rowny ko dazy bardzo szybko do zera (jest mniejsze niz 1/n). Zatem
prawie na pewno wszystkie wierzcholki ¢ takie, ze i > (1 + £)ip maja mniej
niz ko sasiadow.

Analogicznie mozna pokazaé, ze prawie na pewno wszystkie wierzchotki ¢
takie, ze log® n < i < (1 —¢)ip maja wiecej niz ko sasiadow. (zwroémy uwage,
ze 'Twierdzenie 5 nie pozwala oszacowa¢ prawdopodobienstwa istnienia
krawedzi incydentnych z wierzchotkiem i < log® n.) Istotnie, niech teraz
i < (1 — e)ip. Zakladamy tym razem, ze zachodzi nastepujaca nier6wnosé
1+e3)1l—-e7-1<0 (ﬁ
g(e) = (1+¢e*)(1 —¢)" — 1 mamy ¢'(0) = —n < 0, a zatem dla odpowiednio

> 1+ €%). Zauwazmy, ze dla funkcji

malego parametru £ warto$¢ funkcji f w tym punkcie jest mniejsza od zera
i powyzsza nieréwnoéé¢ zachodzi. Niech 0 < § < £*/24 bedzie dowolng stals.
Pokazemy teraz, ze prawie na pewno deg” (i) > ko, a tym samym deg(i) > k.
Korzystajac z (3) oraz wprowadzonej wezesniej pomocniczej zmiennej losowej

X; otrzymujemy

P(deg” (i) < ko) = o(exp(—log®*n)) + Y P(deg”(i) = k)

k<ko

= o(exp(—log?’/Zn))—l-Z Z

k<ko z1,...,TE>1

H(l +oWplz;)) [ (1= (1 +oW)p(),1)

j>i,j¢{acl,...,:vk}

Sy Ta+owe. I a-a+6pG.i)

<
k<kg x1,...,xp>1 j=1 j>4,5¢{x1,...,xx }
I LRI
< PG < ko)exp ((1+0(1)8 Y p(i3,1)) -

j>i
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Oszacujmy teraz wartoS¢ oczekiwang zmiennej Xj_.;,.

EXaon = 3. (L+6)p(. (1 )io)

j>(1—e)io
1—n
i>(1—e)io
1
= (1+0(1)(1+0)(1—¢e)"(1+ n)ko/ 2dx
0
149 ko 9
p— > > .
A+ g—gmk 2 g 2 A+ Dk
Zatem
P(deg™ (i) < k) < P(deg”((1 - 2)io) < ko)
< P(Xa—g)i <k0)exp(1+0 ))o Z p(J 1—520))
j>(1—¢€)io
1+ o(1)
< ]P)(|X(1*€)io - EX(1*€)2'0| > 52]{;0) exp (ﬁéEX(lfs)m)

82

1+4+¢
g2
< P(|X(1—5)i0 - EX(l—e)z‘o| > EEX(l—a)io) €xXp (5EX(1—5)¢0>

IP>(|*XV(1—5)1'0 - EX(l—a)z‘o| >

EX(l—a)io) exp <5EX(1_8)i0>

i ostatecznie, na mocy (4),

3
]P’(deg ( ) < ko) < 2€Xp ( — EEX“,&)Z'O) exXp <5EX(17€)Z‘0>
84
S 2€Xp ( — ﬁEX(lfs)i())
< 2exp ( — Q(log? n)) =o(n).

Oznacza to, ze prawdopodobienstwo, ze stopienn wierzchotka 7 jest mniejszy
lub rowny ko dazy bardzo szybko do zera (jest mniejsze niz 1/n). Zatem
prawie na pewno wszystkie wierzcholtki ¢ takie, ze i < (1 — £)ig maja wiecej

niz ko sasiadow. O
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Przypomnijmy, ze w grafie internetowym liczba wierzchotkéw o stopniu
wejsciowym wynoszacym k jest proporcjonalna do k~2'| natomiast liczba
wierzcholtkéw o stopniu wyjéciowym k maleje jak k=27, Oznacza to, ze liczba

wierzchotkéw o stopniu wejSciowym nie mniejszym niz £ wynosi
>0 =0k,
1>k
wyjSciowym natomiast
d o) =0k .
1>k

Dla nieskierowanej wersji grafu internetowego frakcja wierzchotkéw o stopniu

nie mniejszym niz k£ wynosi
>_ (00 + o) = 0%k™) |
1>k

zatem, ze wzgledu na mozliwo$¢ modelowania sieci internetowej, szczegdlnie
interesujacy jest graf proteuszowy dla ktorego parametr n wynosi n = n, ~

1/1,1 ~ 0,91, a takze, w pewnym stopniu 7 = 7oy, ~ 1/1,7 = 0,59 .

Niniejszy  rozdziat  zakonczymy dwoma  prostymi  wnioskami

7 Twierdzenia 7.
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Wnhniosek 9. Niechd € N, n € (0,1) i
L=\
co(n) = (Tn> o

Wtedy w grafie proteuszowym Pp(d,n) najmniejszy oczekiwany stopien ma

wierzchotek o numerze (1 + o(1))co(n)n.

Dowdd. Zgodnie z Twierdzeniem 7 oczekiwany stopieni wierzchotka k = [cn],

c € (0,1) wynosi

l—n, _, 2n
E deg(k) = (1+0(1))dm(c +1_nc)

_ L—n
= (1+ o(l))dmﬂc) :

gdzie funkcja f : (0,1) — R okreslona jest wzorem

2n
— _
fle)=c"+ 1_770
Aby obliczy¢ minimum c¢o(n) funkcji f policzmy jej pierwszg i druga
pochodna.
2n
/ —  _ e 1em
f'(c) et T,
f'le) = n(l+mn)e?"

Dla kazdego ¢ € (0,1) f"(¢) > 0 oraz f'(¢) = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy ¢ = (I*T")ﬁ Zatem najmniejszy oczekiwany stopien ma wierzchotek

o etykiecie (1 + o(1))co(n)n, gdzie co(n) = (1_777)#1 u
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Z powyzszego twierdzenia wynika, ze gdy n — 0, wierzchotkiem
posiadajacym najmniejszy oczekiwany stopien jest wierzcholek o numerze
(1 + o(1))n/2. Na ponizszym wykresie przedstawiono jak zmienia sie co(n)

(0§ OY) w zaleznosci od parametru 7 (0§ OX).

W interesujacych nas przypadkach, gdy 7,u = 0,59 oraz n;, = 0,91 (ze
wzgledu na mozliwo§¢ modelowania sieci internetowej), szukane minimum
znajduje sie odpowiednio w punktach co(noy) = 0,369 oraz co(n,) =~ 0,197.
Na ponizszych wykresach przedstawiono oczekiwany stopienn w zalezno$ci od

polozenia wierzchotka w grafie proteuszowym (dla d = 1).

1.8
1.2

1.6

1.1 1.4
0.9
0.8

Nous = 0,59 Nin = 0,91
Co(nout) ~ 0,369 CO(nin) ~ 0,197
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Wiedzac, ktory wierzcholek posiada najmniejszy oczekiwany stopien

mozemy tatwo oszacowac¢ z dohu oczekiwany stopiei dowolnego wierzchotka.

Wniosek 10. Niech d € N, n € (0,1). Dla dowolnego wierzchotka i € [n]
w grafie proteuszowym Pp(d,n)

E deg(s) > (1+ 0(1))261(1_7”)#" |

Dowdd. Bezposrednio z Twierdzenia 7 oraz Wniosku 9 wynika, ze minimalny

oczekiwany stopienn wynosi

E deg (co(n)n) = (1+ 0(1))d1 — 7

(
= (L+o())d—|
|

W szczegblnosci wiece, dla dowolnego wierzchotka i € [n]

E deg(i) > 0,73 - d dla Nout = 0,59 ,
E deg(i) > 0,39-d  dla Nim = 0,91 .
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2.3 “Kryzys wieku Sredniego”

Rozdzial ten jest poswiecony rozwazaniom na temat prawdopodobienistwa
bycia wierzchotkiem izolowanym. Wierzchotki o stosunkowo matych
numerach (wierzcholki, ktére dawno nie byly “od$wiezane”) posiadaja duze
wagi, a co za tym idzie sa czesto wybierane przez inne wierzchotki.
Wierzchotki o duzych numerach (wierzchotki, ktore stosunkowo niedawno
byly “od$wiezane”) w momencie wyboru potaczyly sie z d losowo
wybranymi wierzchotkami i z duzym prawdopodobieristwem przynajmniej
niektore z utworzonych w ten sposob krawedzi przetrwaja do konca
procesu. W najgorszym polozeniu znajduja sie wierzchotki w $rodku
grafu proteuszowego. Dla nich prawdopodobieristwo bycia wierzchotkiem
izolowanym jest najwieksze. Mozemy wiec powiedzieé, ze cze$¢ wierzchotkow
w grafie proteuszowym przezywa “kryzys wieku $Sredniego”. Ponizsze

twierdzenia precyzuja powyzsza obserwacje.

Twierdzenie 11. Niech d € N, n € (0,1) oraz k = [zn| € [n] bedzie
dowolnym wierzchotkiem w grafie proteuszowym P,(d,n) (x € (0,1)).
Niech xo = xo(n) € (0,1) bedzie punktem, w ktérym funkcja g : (0,1) — R,

okreslona wzorem

o) = =2z — z) — log(1 - ),

1+
posiada minimum, tj. xo(n) jest rozwigzaniem réwnania
L 1+
(L= 41—y = . (5)

Prawdopodobieristwo, ze wierzchotek k = [xn] jest wierzchotkiem izolowanym

wWYNoSt
P (Fan]) = (14 o()[L— (1+ Olog™/n))a]"
X exp [ ~(1+ 0(1))1;—2(1(3;—" _ x)] .

Co wiecej, prawdopodobieristwo, ze ustalony wierzchotek jest wierzchotkiem

wzolowanym jest najwieksze dla wierzchotka o numerze

ko(n) = (1+ o(1))zo(n)n .
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Dowdd. Niech = € (0,1). Wierzcholek k& = [zn] jest wierzcholkiem
izolowanym wtedy i tylko wtedy, gdy w momencie ostatniego jego wyboru
(w czasie trwania procesu proteuszowego) wybral on wylacznie wierzcholki
o numerach wiekszych niz k i zaden wierzcholek o numerze wiekszym niz k
nie wybral tego wierzchotka. Zgodnie z Twierdzeniem 5 pierwsze zdarzenie

zachodzi z prawdopodobienstwem

k 1

o(exp(—log*?n)) + [1 — (1+O(log™* n (f) r

=1

= (1+4+0(1)) [1 —(1+ O(log™'/? n)) (1 —n)z" /Ow t’"dt}
= (14 o0o(1)) [1 —(1+ O(log™/? n))xr ,

drugie za$ z prawdopodobienstwem

n

(1+ o(1)) exp (1+0(0) den@ _ gt ]
(14 o(1))exp (1+0(1)) l:LZd(x x)}

Ostatecznie wiec

A Fan]) = (Lt o)1~ (14 Olog™*m)a]”

X exp [— (14 0(1)) 1;Zd( x)} :
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Pokazemy teraz, ze obliczone prawdopodobienstwo przyjmuje wartosé
maksymalna, gdy x = (1 4 o(1))xo(n). Istotnie, niech g(z) bedzie funkcja
zdefiniowana wzorem

1—n

g(x) = 1‘1‘77(];_77 —x)—log(l—1z).

Wtedy

PP (k) = (14 o(1))(1 + Olog™ 2 n))4(1 — z)?
X exp [ - (14 0(1))1_7_—2(1@_’7 — $)]

= (L+o(1)(1+0%log™2n))* | = (1+0(1))dg(x)]

(dn,n

Oznacza to, zeby zmaksymalizowa¢ funkcje p,,,”” nalezy znalez¢ minimum

funkcji g. Policzmy zatem pierwsza oraz druga pochodng funkcji g

11— _,_ 1—n 1
/ = _—— 177——
g() 1+ e

1" 2.9 1
g'(x) = (L—n)nx +m-

Zauwazmy, ze ¢”(x) > 0 dla kazdego = € (0,1) oraz

. / o _
lim g'(z) = —oo,
lim ¢'(z) = +oo.
r—1—

Oznacza to, ze istnieje dokladne jedno rozwiazanie x¢(n) € (0,1) rownania

g'(z) = 0, oraz, ze funkcja g posiada minimum w punkcie z((n) (a tym samym

(dsnym)

funkcja p;,." posiada maksimum w punkcie (14 o(1))xo(n)n). O
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Zaleznos¢ xo(n) od parametru n przedstawia ponizszy wykres.

0.2 0.4 0.6 0.8

Na wykresie przedstawiono jak zmienia sie x¢(n), czyli wartos¢ dla ktorej
prawdopodobienstwo, ze wierzchotek xgn jest wierzchotkiem izolowanym jest
najwieksze (0§ OY) w zaleznosci od parametru n (0§ OX). Podkreslmy, ze
wykres funkcji xo(n) nie jest symetryczny wzgledem prostej n = 1/2 (choé
rysunek mogtby to sugerowac).

W najbardziej interesujacych nas przypadkach, gdy n,. = 0,59 oraz
Nn = 0,91 (ze wzgledu na mozliwo$¢ modelowania sieci internetowej),
szukane maksimum znajduje sie odpowiednio w punktach xo(7oy) =
0,282 oraz zo(nm) =~ 0,177. Na ponizszych wykresach przedstawiono
prawdopodobienstwa bycia wierzchotkiem izolowanym w zaleznosci od

potozenia wierzchotka w grafie proteuszowym (dla d = 1).

0.4 0.6
0.5
0.3
0.4
0.2 0.3
0.2
0.1
0.1
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8
n = 0,59 n =091
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[stnienie wierzchotkow, ktore “przezywaja kryzys wieku $redniego” mozna
rowniez pokaza¢ badajac oczekiwany stopien wierzchotkow w zaleznosci
od potozenia w grafie proteuszowym. W Twierdzeniu 9 pokazaliSmy, ze
najmniejszy oczekiwany stopien, w grafie proteuszowym P,(d,n), posiada
wierzchotek o numerze (1 + o(1))co(n)n € [n], gdzie

co(n) = (1_777)1#1 :

Zwro¢my  na  koncu  uwage na  do$¢  interesujacy  fakt,
a mianowicie wierzchotki o najmniejszym oczekiwanym stopniu znajduja
sie w innym miejscu niz wierzchotki, dla ktorych prawdopodobienistwo
bycia wierzchotkiem izolowanym jest najwieksze. Na ponizszym wykresie

przedstawiono zalezno$¢ od parametru n zarowno funkcji zo(n) jak i ¢o(n).

0.5

0.4

Wierzchotki, ktorych oczekiwany stopienn jest najmniejszy posiadaja
wieksze numery niz wierzchotki, dla ktorych prawdopodobienstwo bycia

wierzchotkiem izolowanym jest najwieksze (dla dowolnego n € (0,1) co(n) >

o(n))-
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2.4 Wierzcholki izolowane

Policzymy teraz ile wynosi oczekiwana liczba wierzchotkéw izolowanych
w grafie proteuszowym P, (d,n). Liczba ta zalezy od d oraz n. Dla roznych
warto$ci parametru 7 (w przypadku, gdy n € (0,1), n = 0 oraz n = 1)
oczekiwana liczba wierzchotkéw istotnie sie rozni. Dlatego te trzy przypadki

rozpatrujemy w osobnych twierdzeniach.
Twierdzenie 12. Niech d € N, n € (0,1). Niech o = zo(n) € (0,1) bedzie
punktem, w ktorym funkcja g : (0,1) — R, okreslona wzorem

o(a) = Tolla™" =) = log(1 — ).

posiada minimum, tj. xo(n) jest rozwigzaniem réwnania

1— Iyl —np= "
A =mne™ " +1-n=—

Oczekiwana liczba wierzchotkéw izolowanych w grafie proteuszowym P, (d,n)

wWYNOSi

BY 01 _ 3z SPL= A+ oWM@0)] () o1y (1 0102 my)

Dowod. Zgodnie z Twierdzeniem 11 prawdopodobienstwo, ze wierzchotek

k = [xzn] € [n] jest wierzcholkiem izolowanym, wynosi

P ([ n)) = (14 o()[L— (1+ Olog ™2 n))a]’

X exp [ —(1+ o(l))i—Zd(x" - Jc)] :

Niech Y;, 1 < @ < n bedzie rodzina zmiennych losowych zdefiniowanych
w nastepujacy sposob

v 1 gdy wierzchotek 7 jest wierzchotkiem izolowanym
j
0 w przeciwnym razie .
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Wtedy oczekiwana liczba wierzchotkoéw izolowanych wynosi

izol

EY " = Y EY,
i=1

= (o [ 1= (14 0ftog 2]

X exp [ - (1+ 0(1));—2d(x—77 — x)} dx

— (1+0(log™"* n))dn /01 exp [ —(1+ o(l))dg(x)} dz .

W dowodzie Twierdzenia 11 pokazano, ze funkcja ¢g osigga minimum

w punkcie zo = zo(n) € (0,1), gdzie xo(n) jest pierwiastkiem rownania

1+n
1—a

(L—mnz™""+1—n=

Rozwijajac funkcje g w szereg Taylora (w poblizu punktu xy) otrzymujemy,

ze dla dowolnego z € (0,1)

9(x) = g(xo) +

€O oznacza, ze

izol

Fy @nn) (1+ O(log™*/? n))dn /01 exp [ — (14 0(1))dg (o)

—(1+ 0(1))dg”(2x0) (z — 39)* + O(d(z — x0)3)} dx

~ (14 Oflog™2m)) mexp [ = (1+ o(1))dazo)]

/01 exp [ —(1+ 0(1))dg”<2x0) (z — x9)* + O(d(z — xo)?’)} dx .
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Podstawiajac najpierw za x = y + xo, a pozniej za

—-1/2

y =z [(1 + 0(1))9"(350)64 ,
otrzymujerny
EY, %™ — (14 0(log % n))'nexp [ — (1 + o(1))dg()]
x/km@m[—(l+MDMQ%@%2+OMfﬂdy

— (14 0O(loe—2p dneXP[—(HO(l))dg(xo)}
(1+00og™n) V(1 +0(1))g"(w0)d

(1—20)/(1+0(1))g" (0)d 2 3
></ exp[——%—O(—)}dz.
—woy/(1+0(1))g" (w0)d 2 d

Niech € > 0 bedzie dowolna liczbg taka, ze

d° < min(zo, 1 — 20)v/(1 + o(1))g" (z0)d .
Wtedy

a_exp [ — (1 +o(1))dg(xo)]

EY, %™ = (1 + O(log™"*n))"n (71 + 72 +73) 5

VA +o(1)g"(wo)d
gdzie
df 2,2 23
= = +0(5=)|dz,
o / (1101 )deXp|: 2 (\/c_l)] ©
dc 2:3
= ——+0 d
» /dsexp[ ¥ (ﬁ)} 2,

o1



O zachowaniu E}Q(Z‘i’lnm decyduje wyraz 7., ktory mozemy oszacowaé w

nastepujacy sposob

. /dsexp[_Z_Q_i_O((dE)s)}dz

e 2 Vd
= (L4 0@d/?%)) /Oo exp | - %z}dz
= Vor(1+ O(d‘l/“?’;)o)o.
Oszacujmy teraz 7,
—d° 2 3e
n < /xomexp - d? +0(il7c—i)}d2

< O(d"?) exp [— d;s + O(d%;)]

= o(d™).

Analogicznie mozna pokazaé, ze v3 = o(d™?), a zatem na mocy dowolnosci

wyboru € otrzymujemy

Ry _ ) o exp [ — (1+ o(1))dg(zo)] (1+O(d71/2)) (1+O(10g_1/2 n))

izol V(1 +o(1))g" (w0)d

d

]

Twierdzenie 13. Niech d € N. Oczekiwana liczba wierzchotkow
izolowanych, w grafie proteuszowym Pp(d,0), wynosi

EY, 20 = pe=d, [ =

izol 2d (1 + O(d—l/Q)) :

Dowod. Zauwazmy, ze w tym szczegOlnym przypadku grafu proteuszowego
(w przypadku, gdy n = 0) waga kazdego wierzchotka wynosi 1/n. Oznacza to,
ze prawdopodobieristwo istnienia w P, (d, 0) dowolnej krawedzi {4, j} wynosi

PO (i) = (14 o(1))d - MO, 5) = (14 o(1)) %
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Policzmy teraz prawdopodobienstwo, ze ustalony wierzcholek jest
wierzchotkiem izolowanym. Niech = € (0, 1). Wierzcholek k = [xn]| € [n] jest
wierzchotkiem izolowanym wtedy i tylko wtedy, gdy w momencie ostatniego
jego wyboru (w czasie trwania procesu proteuszowego) wybral on wytacznie
wierzchotki o numerach wiekszych niz k. Co wiecej, zaden wierzcholtek
o numerze wiekszym niz k nie wybral tego wierzchotka. Pierwsze zdarzenie
zachodzi z prawdopodobienistwem

k—l1 d

[1 _ z; ﬁ] =(1—z+0(1/n)" = (1+0(1)(1—2)",

drugie za$ z prawdopodobienstwem

ﬁ:@_g): (14 o(1) nem(—%)

i=k+1 i=k+1

= (L+o()exp | - d(1-3)] .
Ostatecznie wiec
PR (k) = (1+ 0(1)(1 = ) exp | —d(1 — )] .

Niech Y;, 1 < ¢ < n bedzie rodzing zmiennych losowych zdefiniowanych
w nastepujacy sposob
v 1 gdy wierzchotek 7 jest wierzchotkiem izolowanym
ij =

0 w przeciwnym razie .

Wtedy oczekiwana liczba wierzchotkoéw izolowanych wynosi

izol

Ev " = Y EY,
i=1

= (1+ o(l))n/ol(l — )% exp [— d(l — x)}dx

d

= (1+o(1))ne™ /01 [(1 — x)ew] dx .
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Wprowadzmy pomocnicza funkcje f : (0,1) — R, okreslong nastepujacym
wzorem

fl@) = (1 —x)e.
Rozwijajac funkcje f w szereg Taylora (w poblizu punktu zy, = 0)

otrzymujemy, ze dla dowolnego = € (0, 1)

fo) = flao)+ L)

1
= 1- §ZU2 + O([E3) s

(. — 20)* + O((x — x0)?)

a zatem
(d0mn) [ L, NE
EY. " = (14 o(1))ne 1— 57 + O(2”)| dx
0

= (L+o(1))ne™ /01 exp [— g:BQ + O(dxs)}dx :

Podstawiajac za = = y/v/d otrzymujemy

—~d Vd 2 3
EY 0" = (1 4 0(1)) = / ~L o) |ay .
(o)~ | e | =5+ 070y

Niech 0 < € < 1/2 bedzie dowolna liczba, wtedy
—d
n ne
EY,™ = (1+ o(1)) Vd (7 +72),

gdzie

de 2 3
" o= / eXp[—%JrO(y )]dy,
0

Vd 2 3

Y Y
= — =+ 0(==)|dy .
2 /d eXp[ 2 (\/E)] Y

€

Obliczmy najpierw gltéowny wyraz v,

mo= /Odsexp[—y;JrO(%):dy

d° -
= (1+0(d V%)) / exp | -
o Pl

= (1+0(d7'/*™%)) /OO exp :—

0

\ 2T
5 -

_ (1+O(d*1/2+35))
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Dla v, otrzymujemy

\/E d25 dSa
< exp| — — +0(—=)|d
Yo < /d p[ 5 (\/E)] Y

< Vdexp [— d;g +O(d—\/3;)}dy
= o(d™?).

Na mocy dowolnosci wyboru € otrzymujemy

—d /2
EY(" = = (1+0(d™) 58

izol \/E

= ne_d\/zid(l + O(d_l/Q)) :

Twierdzenie 14. Niech d € N. Oczekiwana liczba wierzchotkow, w grafie

proteuszowym Py (d, 1), wynosi

Ey @1n)  _ n2_1/4ﬁd_1/2 log_l/4n exp <_(1 +0(1>)d\/§>
izol \/m

(1+ O(log™*/? n))d(l + O(dY?1og"/* n)) .

Dowadd. Policzmy najpierw ile wynosi suma wag wszystkich wierzchotkow w

grafie proteuszowym P, (d, 1). Przyblizajac sume przez catke otrzymamy

n+1 d

"1 x
w3tz [Tt
i=1
"d
W < 1+/ —le—i-logn.
Lz

Oznacza to, ze
W= (1+ O(log™' n)) logn .

Prawdopodobieristwo wystepowania (badz nie) krawedzi pomiedzy dowolnym

wierzchotkiem j a wierzchotkiem i zalezy od zmiennej losowej U"(j,1)

%)



(potozenia wierzchotka ¢ w momencie, gdy po raz ostatni wybrano

wierzchotek j). Z Twierdzenia 2 wynika, ze dla e = logfl/2 n
P(T(1—2) <U(0) < T(1+2)) = 1~ ofexp(~log** n).
J J

Oznacza to, ze z prawdopodobienstwem 1 — 0(e><p(—10g3/2 n)) polozenie

wierzchotka ¢ w momencie, gdy po raz ostatni wybrano wierzchotek j wynosi

%<1+O<\/liﬁ)> .

7 tej obserwacji wynika, ze prawdopodobieristwo, ze w grafie proteuszowym

istnieje dowolna krawedz {i, 7} (j > i) wynosi

p(dln)(j’) — d(%(l_'_oaOgl/Zn)))—l/W
d j

Policzmy teraz prawdopodobienstwo, ze ustalony wierzcholek jest
wierzchotkiem izolowanym. Niech = € (0, 1). Wierzcholek k = [zn]| € [n] jest
wierzchotkiem izolowanym wtedy i tylko wtedy, gdy w momencie ostatniego
jego wyboru (w czasie trwania procesu proteuszowego) wybral on wytacznie
wierzchotki o numerach wiekszych niz k. Co wiecej, zaden wierzchotek
o numerze wiekszym niz k nie wybral tego wierzchotka. Pierwsze zdarzenie

zachodzi z prawdopodobieristwem

vy + s
= (o)1= (140102 m) k_ll ol
= (4 oW)[1— (14 0%log™m) 102 log(an)| !
= (1+o0(1)) L (1 + O(log ™/ n))x(l + Eﬁi)] d
= (1+0(1)) 1 ~ (1+Olog™/*n))z| "
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drugie za$ z prawdopodobienstwem

n

o(exp(—log*?n)) + H [1—(1+0(1)) d Z}

AL nlogn k
o Tl 0
e
= (1+o0(1))exp —(1+ 0(1))@ ;:;1 4
= (1+o(1))exp | = (1+0(1)) mzilogn = ; - )
= (140(1))exp :— (1+0(1)) d(1 —2:?3);1”— x)} :

Ostatecznie wiec

PEDH) = (o)1~ (14000 )]

d(1+xz)(1— x)]
2xlogn '

exp [ — (14 0(1))

Niech Y;, 1 < ¢ < n bedzie rodzing zmiennych losowych zdefiniowanych
w nastepujacy sposob

v 1 gdy wierzchotek i jest wierzchotkiem izolowanym
ij =

0 w przeciwnym razie .
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Wtedy oczekiwana liczba wierzchotkoéw izolowanych wynosi

izol

Ey @1ln)  _ ZEY;
i=1

= (o [ 1= (1 0ftog )]

exp | - (1+ 0(1))‘12(3:11;(;2)} dx
_ (I—I—O(log_l/?n))dn/olexp (1+o(1))d<—x— 2;0;1)]“
= (14 0(0g™?n))"n

[l s stmna( =51 ) - ) o

1
= (1+O(log*1/2 n))dn/ exp

0

(1+0(1))d(—x— ! )]d:{;

2z logn

Podstawiajac za « = y/+/logn otrzymujemy

EY % = (14 O(log™2n)) " ——
izol (+ <0g n)) \/@
Viogn I g
1+ o(1 (— ——) d
[ e 0o ( =y -5 =

Wprowadzmy pomocnicza funkcje h : (0,1) — R, okreslong nastepujacym

wzorem

1

hly) =—y——.

(v) N

Rozwijajac funkcje h w szereg Taylora (w poblizu punktu yo = 1/\/5), dla
dowolnego y € (0, 1) otrzymujemy

h(y) = hiy) + ), (y—v0)* + O((y — 0)?)

= —V2[1+ y—%)2+0<<y—%)3>].
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Wykorzystujac powyzszy wzor, a nastepnie wykonujac podstawienie za

y =24 1/V2 oraz za z = t273/*log"* nd=/? otrzymujemy

BV = (1 0o )’
VioET o | v
1 1)1 - — -
R e
—(1+o(1))dv2
exp(———L7=)
— (14 O(log 2 n))" Viogn
( + O(log n)) n Toan
Vlogn 1\2 113 _d\/§
/0 exp (1+0(1))<<y——2) +O<<9_E) >>\/@]dy
—(1+o(1))dv2
= (1—|—O(log_l/2 ))dnexp( viogn )
logn
Vogn-1/v2 a3
(1+ *+0(z
[ orjosaot N@] ’Z
= (1+ O(log™'/? n))dn2‘3/4d‘1/2 log~4 n exp <—(1 +100(;31)d\/§>

(d1/2 10g1/4 ) t2
/ exp [ -3 + O(t3d=1/?1og!* n)} dt .
)

—O(d}/21og=*n)

Niech & > 0 bedzie dowolng liczba taka, ze d© = O(d"/?log™/* n). Wtedy

EY (din) _ (1 +O(log_1/2 n))dn273/4d71/2 log_1/4n

exp <_<1 j:/%lil)dﬁ) (71 +72+93)

gdzie

—d¢ 2

t

" o= / exp [— — + Ot d % log!/* n)] dt ,
—0(d/2 1o /4 n) 2

df t2
Yo = / exp [— 3 + O3 d~?1og* n)] dt ,

—dE

(dY/210g!/* n) 2
V3 = / exp [— £ + O3 d~? 1og* n)] dt .
dE
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Obliczmy najpierw glowny wyraz 7,

de 2

t

Yo = / exp [ —5 + O(d*d 2 1og!/* n)}dt
—d¢

d 2

= (1 + O(d~ Y23 log!/4 n)) / exp [— t—] dt
e 2

= (1+0(d'/** log!/4 n)) /00 exp [— ﬁ}dt
o 2

= Vor(l1+ O(d=1/#+32 ogl/4 n))

Oszacujmy teraz 7s.

2¢e

O(d'/2 log!/4 n) d
/ exp [ —5 + O(d*d /2 log'/* n)} dt
d

€

IN

73

2¢e

d
< O(d"*1og** n) exp [ — 5 + O(d*d~?1og'/* n)}
= o(d™?)

Analogicznie mozemy pokazaé, ze y; = o(d~?), a zatem na mocy dowolnosci

wyboru ¢ otrzymujemy

1+ 0(1))dﬁ>
Viogn
(1+ O(log™'/? n))d(l +O0(d"?1og'/* n)) .

Ry 4t — n2‘1/4ﬁd‘1/2log1/4nexp<_(

izol
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3 Skladowe sp6jnosci grafu proteuszowego

W rzeczywistych sieciach (w szczegblnosci w sieciach internetowych) istotne
jest, aby dowolna para wierzchotkéw byla potaczona $ciezkay i, jesli to
mozliwe, by dtugos¢ tej éciezki byla jak najmniejsza. Naturalne wiec wydaja
sie pytania o prog spojnosci czy o $rednice najwiekszej sktadowej. Spojnosé
oraz stosunkowo niewielka $rednica daja nadzieje na szybka zbieznos¢
algorytmow dzialajacych na tego typu strukturach. W niniejszym rozdziale

zajmiemy sie tymi zagadnieniami.

3.1 Funkcja progowa dla sp6jnosci

Niech p,(d,n) oznacza prawdopodobienistwo, ze graf proteuszowy P, (d,n)
jest spojny. Nasze rozwazania rozpoczniemy od najprostszego przypadku,
gdy n = 0. Oznacza to, ze w kazdym kroku procesu proteuszowego
PBn(d,0) wszystkie wierzcholki posiadaja identyczna wage, bez wzgledu na ich
polozenie w permutacji (tj. bez wzgledu na ich “wiek”). W tym przypadku
prawdopodobienistwo, ze dwa dowolne wierzchotki sa polaczone krawedzig

Wynosi

p(i,j) =p'(n) =1~ (1 —1/n)! =d/n+O(d*/n*).
Mogtoby sie wydawac zatem, iz prog spojnosci w tym grafie bedzie identyczny
jak w standardowym modelu G(n,p’). Okazuje sie jednak, ze struktura
zalezno$ci grafu proteuszowego sprawia, ze funkcje progowe dla spojnosci
w przypadku grafow P,(d,n) i G(n,p’) réznia sie wyrazami drugiego rzedu
(przypomnijmy, ze dla G(n,p) funkcja ta wynosi p(n) = (logn + O(1))/n,
patrz Twierdzenie 7.3 [6]).

Twierdzenie 15. Niech d = d(n) = logn — %log logn + a(n). Wtedy

1 gdy a(n) — oo
lim p,(d,0) = qexp (—+/7/2¢7%)  gdy a(n) —a
0 gdy a(n) — —oo.
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Dowdd. Zgodnie z Twierdzeniem 13 oczekiwana liczba Y;;i’l ") wierzchotkow

izolowanych, w grafie proteuszowym P, (d,0), wynosi

n _ g |7
IEY;(ZZO ) = (1+0(d 1/2))ne d %

— (1 + O(lOg_1/2 n))ne—logn—l-%loglogn—a(n)

G
. \/2(logn — $loglogn + a(n))
s

= (1+o0(1))e ™ 3

Co wiecej, mozna pokazaé, ze dla dowolnego r > 2, r-ty moment silniowy
, dazy do e "™ (7 /2)7/2 Istotnie, podobnie jak

w dowodzie Twierdzenia 13, z Twierdzenia 5 wynika, ze prawdopodobienstwo,

zmiennej losowej Yz,(zol
ze ustalona r-ka wierzchotkow o numerach ky, ..., k., gdzie k; = [x;n] € [n]

oraz 0 <z; <1ldlai=1,2,...,r, jest izolowana wynosi
(d,0
1 + O lezol n)

gdzie
p(d’o’")(k) = (1—2)% exp [— d(1— :1:)] )

izol

Stad

E, y(@d0n) _ Y(dOn)(Y(dOn) —1). '(Y(don) —r41)

izol izol izol izol

1 i 0 / / pgjo(l) " pz(,czlo? " ( rn) dl'r A dajl

= (o (e o0+ o(d—l/%))r

= (1 + o(1))e™" ) (r/2)7/2 .

d,0, . . . .
Oznacza to, 7ze zmienna losowa y,(&0m) dazy do zmiennej losowe]

izol
o rozkladzie Poissona z parametrem e “(“)\/W/2, w szczegOlnosci zas, ze
prawdopodobieristwo, ze graf proteuszowy P,(d,0) nie zawiera wierzchotkow

izolowanych dazy do exp ( — 7o) 7T/2), przy n — oo.
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Pokazemy teraz, ze dla dowolnego d = d(n) > 0,99logn, graf
proteuszowy P, (d,0) sktada sie z duzej sktadowej oraz, by¢ moze, z pewnej
liczby wierzchotkow izolowanych. W grafie proteuszowym P, (d,0) nie ma
sktadowych o rozmiarze k, 2 < k < 2n/3. Istotnie, na (Z) sposobow mozna
wybra¢ wierzchotki wchodzace w sktad takiej sktadowej. Na ustalonych
k wierzchotkach mozna utworzyé¢ k¥—2 réznych drzew rozpinajacych te
sktadowy (wzor Cayley’a). Zauwazmy, ze co najwyzej 2k/v/d wierzchotkow
drzewa ma stopien wiekszy niz Vd. Oznacza to, ze prawdopodobieristwo, ze

zaden wierzchotek drzewa nie jest polaczony z wierzchotkami na zewnatrz

drzewa mozna oszacowa¢ z gory przez (patrz uwaga po Twierdzeniu 6)

(1- d/n)(kf%/\/a)(nfk) =(1- d/n)(lJro(l))k(nfk)’

a prawdopodobienstwo istnienia k — 1 krawedzi tego drzewa przez (d/n)

Zatem prawdopodobienistwo, ze P,(d,0) zawiera sktadowa o rozmiarze k,

2 < k < 2n/3, mozna oszacowaé z gory przez

IN

IN

IA

IN

IN

2n/3

n - o n— —
Z (k) kk 2(1 . d/n)(1+ (1)k( k)(d/n)k 1
k=2
2n/3

en

; <?>kkk—2 exp ( — (14 0(1))dk(n — k)/n) (d/n)*1

2n/3

> k2 d* exp (= (14 o(1))dk(n — k) /n)
k=2

2n/3

k1 ok
Z ne*log* nexp ((— 0,98k(n — k)logn/n)
k=2
2n/3

ne’login - n~ 1% £ nedlog?n-n 2" 4 n Z (e logn - n—0732)k

k=4
00

o(n™"%) + ne'log* n - n=+032 Z <e logn - n_0’32)k
k=0
(™) + o(n " F)(1 + 0(1)) = o(n ")
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Oznacza to, ze prawie na pewno graf proteuszowy P,(d,0) sklada sie
wylacznie z duzej sktadowej oraz (by¢ moze) wierzchotkow izolowanych, co

konczy dowod. O

Znalezienie funkcji progowej dla spojnosci P,(d,n), gdy n € (0,1)
jest zadaniem nieco trudniejszym. Ponizsze twierdzenie szacuje te funkcje

z dokltadnoscia do czynnika 1 + o(1).

Twierdzenie 16. Niechn € (0,1), d = d(n) = alogn, gdzie a > 0 jest statq.
Wtedy
1 dy a>1/g(x
lim py(d.n) = gdy /9(zo(n))
e 0 gdy a<1/g(xo(n)),
gdzie xo = xo(n) € (0,1) bedzie punktem, w ktorym funkcja g : (0,1) — R,
okreslona wzorem
o(r) = T2 e~ 2) ~ log(1 — )
1+n ’

posiada minimum, tj. xo(n) jest rozwigzaniem réwnania

1+n
1—xa

(L—mnz™""+1—n=

Dowod. Dowod tego twierdzenia jest oparty na rozumowaniu podobnym
do tego, ktorego uzyliSmy do pokazania Twierdzenia 15. Zgodnie
(dalnm)
Oi

z Twierdzeniem 12 oczekiwana liczba Y, wierzchotkéw izolowanych,

w grafie proteuszowym P, (d,n), wynosi

By @ _ p/r OP [ — (1+0(1))dg(zo)]
VI +o(D)g"(wo)d
% (1+0(d™)) (1 + Oflog ™2 n))*

= O(1)n'™Wd "2 exp [ — (1 + o(1))dg(o)] -
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Oznacza to, ze gdy d = d(n) = alogn, gdzie a > 1/g(x¢(n)) oczekiwana
liczba wierzchotkéw izolowanych dazy do =zera. Zatem, z nier6éwnosci
Markowa wynika, ze prawie na pewno graf P,(d,n) nie zawiera izolowanych
wierzchotkow.

Przypusémy teraz, ze a < 1/g(xo(n)). W tym przypadku, oczekiwana
liczba wierzchotkow izolowanych dazy do nieskoriczonosci. Korzystajac
z Twierdzenia 5 mozna udowodni¢, ze Var K(Z‘Zf’n) = 0((EY;(Z,(Z’I”’”))2), co na
mocy nieréwno$ci Czebyszewa oznacza, ze prawie na pewno graf proteuszowy
P,(d,n) zawiera wierzcholek izolowany.

Pokazemy teraz, ze dla dostatecznie malego 6 > 0 oraz d(n) >
(1/g(xo(n)) — 6) log n, graf proteuszowy P, (d,n) zawiera duza sktadows oraz
(by¢ moze) pewna liczbe wierzchotkow izolowanych. Niech ¢ bedzie mala,
dodatnig stata, ktora zostanie okreslona pdzniej. Rozwazmy podgraf H grafu

P,(d,n) indukowany poprzez nastepujacy zbior wierzchotkow
V(H)={i€n]:ecn<i<n}.

Oznaczmy przez m = (1 — ¢)n rozmiar tego zbioru.

Na mocy Twierdzenia 5, mozemy oszacowaé¢ prawdopodobienstwo, ze
dowolny wierzchotek k& = [zn]| € V(H) nie posiada sasiadow w zbiorze
V(H) \ {vi,...,u}, dla dowolnej stalej | oraz dowolnych wierzchotkow

v1,...,u € V(H), przez (patrz rowniez Twierdzenie 11)

(1+o(1)[1 = (1+O(log™* ) 3 (=) (E)"]d
V(N hi<k
x I1 [1 — (1+0(1))(1 - n)%(%)"}
1€V (H)\{v1,...,u1 },i>k
= (1+ O(log™*/? n))d(l — gz + )
xexp | = (1+ 0(1))1;—261(;5—77 )]

Dobierajac  odpowiednio malag stala ¢ mozemy sprawi¢ by

prawdopodobienistwo to byto mniejsze niz

n°W exp [— 0,75 dg(xo(n))} :
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Niech ko bedzie stata, dla ktorej zachodzi nastepujaca nier6wnosé

0,2 (1 —=mn)ko/g(zo(n)) > 2.

Pokazemy najpierw, ze w grafie H nie ma sktadowych o rozmiarze k, gdzie
2 < k < ky. Istotnie, zauwazmy, ze prawdopodobienstwo istnienia krawedzi
w drzewie rozpinajacym skladowa o rozmiarze k = O(1) = o(d) mozna
oszacowaé 7 gory przez d/(cn) (patrz uwaga po Twierdzeniu 6). Zatem
prawdopodobienistwo, ze istnieje sktadowa o rozmiarze k, 2 < k < ky mozna,

podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 15, oszacowaé z gory przez

5 ()t [0 sasini]) ()"
Z (en) kR =2n°W exp [—O,?Skdg(xo(n))] (%)k_l
-« plto)—2,k logn \k-
< Ok (L)

x exp [ = 0,75k (1/g(xo(n)) — 8)g(o(n) log 1]

1
< nHO(l)( ¢ ogn ) Z k™2 exp [— 0,7k logn}
cg(wo(n

dobierajac dostatecznie maly parametr 9.

Pokazemy teraz, ze w grafie H nie ma réwniez sktadowych o rozmiarze k,
ko < k < 2n/3. Istotnie, identycznie jak w dowodzie Twierdzenia 15 mozemy
oszacowa¢ z gory prawdopodobienstwo, ze zaden wierzcholek w drzewie
rozpinajacym spojna skladowa nie jest polaczony z wierzchotkami na

zewnatrz drzewa przez

(1 . (1 . n)d/n)(k—Qk/\/E)(m—k) _ (1 . (1 . 77)d/n)(l—i-o(l))k:(m—k) ]
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Zatem prawdopodobienstwo, ze istnieje sktadowa o rozmiarze k, kg < k <

2n/3 mozna oszacowac z gory przez

2n/3

Z (Z?) kk_2(1 —(1- n)d/n)(1+o(1))k(m_k) (%)k_l
k=ko
2n/3 )
<. (%)kkk_z exp ( — (14 0(1))(1 = n)dk(m — k)/n> <%>
k=ko
2n/3 Lo i C_i k—1 o B o
Sg;onk <C> p( 0,3- (1 n)k:d)
2n/3

st cg(zo(n

k

elogn  _49._ ko _

S n<—n 2:( 77)/9(&:0@1))) (1+0(1)) — o(n 0,9)’
cg(zo(n))

dobierajac dostatecznie male parametry c oraz 9.

Oznacza to, ze prawie na pewno podgraf H sklada sie wylacznie
z duzej sktadowej oraz (by¢ moze) pewnej liczby wierzchotkéw izolowanych.
Co wiecej, liczba wierzchotkéw izolowanych w H jest mniejsza niz
n%5. Istotnie, korzystajac z wczesniejszych rozwazan, liczbe wierzchotkow

izolowanych w podgrafie H mozna oszacowaé przez

n1+0(1) exp [ — O, 75 dg(x()(n))] ?

co przy dostatecznie malym parametrze § jest mniejsze niz n%3. Ostatecznie

wiec, na mocy nieréwno$ci Markowa, prawdopodobienswo, ze w podgrafie H

jest wiecej niz n%5 wierczhotkéw izolowanych dazy do zera.
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Aby zakonczy¢ dowod wystarczy pokazaé, ze dowolny wierzchotek ¢ <
cn, w grafie proteuszowym P,(d,n), jest polaczony z duza skltadowa
w H. Istotnie, oznaczajac przez [ zbior wierzchotkéw izolowanych w H,
prawdopodobieristwo, ze dowolny wierzcholek i@ = [zn] < cn nie jest

polaczony z duza sktadowa mozna oszacowadé przez

11 [1 (14 o(1) 1= (g)"r

: n i
JEV(H)\I

_ _ gl

= (1+ o(1)) exp [ (1-+0(0) e x)]

1— _

< (1+0(1)) exp [ ~ (14 0(1))ﬁ(1/g(w0(n)) —5)(c = 1) log n}

=o(n™"),
dobierajac dostatecznie male parametry c oraz 9. O]

3.2 Srednica najwiekszej skladowej

W niniejszym podrozdziale zajmiemy sie zagadnieniem istnienia w grafie
proteuszowym P, (d,n) duzej sktadowej oraz badaniem jej $rednicy. Istnienie
duzej sktadowej w grafie posiadajacym staly Sredni stopien oraz fakt,
ze dowolne dwa wierzchotki w tej skladowej sa potlaczone stosunkowo
krotka $ciezka pozwalaja traktowa¢ graf P,(d,n) jako dobry model
grafu internetowego (przypomnijmy rowniez, ze graf proteuszowy posiada
identyczny, jak w przypadku grafu internetowego, potegowy rozktad stopni,
patrz Twierdzenie 8).

Glowne wyniki tej czesci pracy to Twierdzenia 23 i 25 oraz wynikajace
z nich Twierdzenie 17. Z Twierdzenia 23 wynika, ze istnieje stala C' € R,
taka, ze Srednica najwiekszej sktadowej w grafie proteuszowym P, (d,n) jest
mniejsza niz C'logn. Na podstawie Twierdzenia 25 wnioskujemy roéwniez
istnienie stalej ¢ = ¢(d,n) € R, takiej, ze Srednica najwiekszej sktadowej jest
wieksza niz clogn. W twierdzeniach tych zakladamy, z pewnych wzgledow

technicznych, ze d > 13 oraz n € [0,58;0,92]. Zgodnie z Twierdzeniem 8
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o rozkladzie stopni w grafie proteuszowym, zakres powyzszych parametrow
jest wystarczajacy do modelowania rzeczywistej sieci internetowe;.
Oszacowania wynikajace z tych dwoch twierdzen podsumowuje

nastepujacy wynik.

Twierdzenie 17. Niech d > 13 bedzie ustalong liczbg naturalng 1 n €
0,58;0,92]. Istniejg state C € Ry oraz ¢ = ¢(d,n) € Ry, takie ze Srednica
duzej sktadowej w grafie proteuszowym P(d,n) jest wicksza niz clogn oraz

mmniejsza niz C'logn.

3.2.1 Oszacowanie goérne

Niech d > 13 bedzie ustalong liczba naturalng oraz n € [0,58;0,92].
Pokazemy, ze S$rednica grafu proteuszowego P,(d,n) wynosi O(logn).
W tym celu rozwazmy proces przeszukiwania wszerz grafu proteuszowego
Pn(d,n) startujacy z dowolnego wierzchotka v. Przypomnijmy, ze proces
ten inicjujemy wstawiajac wierzchotek v do kolejki ) oraz oznaczajac
v jako “odwiedzony”. W k-tym kroku procesu, pobieramy z kolejki @
wierzchotek vy = zin. Przez my oznaczmy liczbe wszystkich “odwiedzonych”
wierzchotkéw w tym momencie. Nastepnie oznaczamy vy, jako “przetworzony”
(tym samym kazdy wierzchotek “przetworzony” jest traktowany rowniez jako
“odwiedzony”), wstawiamy do ) wszystkich “nieodwiedzonych” sasiadow
wierzchotka vy oznaczajac ich jako wierzcholki “odwiedzone”. Przez X, =
Xk (z, mg) oznaczmy liczbe wierzchotkow dodanych do kolejki @@ w k-
tym kroku procesu. Zauwazmy, ze zmienna losowa X zalezy rowniez od
polozenia wierzchotka 7, z ktorego “dotarliémy” do aktualnego wierzchotka
(od polozenia ojca wvy); jezeli j < v, to Xy(xk, my) bedziemy oznaczaé
przez Xyp(xg, my, —), a gdy j > vg przez Xp(zg, mg, +). Proces konczymy
w momencie, gdy kolejka ) bedzie pusta; wszystkie wierzchotki znajdujace

sie w spojnej sktadowej zawierajacej wierzcholek v zostang “przetworzone”.
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W' rozdziale tym skorzystamy z dobrze znanych osiagnie¢ teorii
procesow galazkowych Galtona-Watsona. Rozwazmy standardowy proces
gatazkowy |[3], w ktorym kazda czastka moze produkowaé inne czastki
tej samej postaci. Niech w chwili poczatkowej dana bedzie jedna
czastka (“pokolenie zerowe”), ktora w wyniku “podziatu” przechodzi
z prawdopodobienstwem pg, £ = 0,1,2,..., w k czastek tego samego typu,
Y opeoPr = 1. Otrzymane czastki stanowia “pierwsze pokolenie”. Kazda
z czastek tego pokolenia zachowuje sie dokladnie tak samo, jak czastka
wyjsciowa, niezaleznie od dotychczasowej historii podziatu czastek i od
przysztych losow innych czastek. W ten sposob dostajemy “drugie pokolenie”
itd. Oznaczmy przez W liczbe czastek w [-tym pokoleniu. Dla opisania ciggu
{W,}2, wprowadzimy do rozwazan niezalezne od siebie ciagi niezaleznych
zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie {Z}}52,,{Z7}32,,..., gdzie
zmienne losowe Z! maja rozklad

P(Z; = k) = pe, k = 0,1,2,. ..

Wowczas ciag {W;};°, mozna przedstawi¢ w postaci

W, = Zi+-+2Zy .

Przez degeneracje bedziemy rozumie¢ zdarzenie polegajace na tym, ze
poczynajac od pewnego ly wszystkie Wy, 1 > Iy sa rowne 0 (jezeli W;, = 0, to
oczywiscie Wi 41 = W42 = -+ = 0). Teoria procesow galazkowych mowi,
ze prawdopodobieristwo degeneracji jest rowne najmniejszemu pierwiastkowi
rownania z = f(z), gdzie f jest funkcja tworzaca zmiennej losowej Z; (patrz
na przyktad [4, 5]).
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Twierdzenie 18. Rozwazmy gatgzkowy proces Galtona—Watsona. Niech ZJ’:
oznacza liczbe potomkow j-tego osobnika z i-tego pokolenia. Zalozmy, zZe
zmienne losowe {Z; ci,7 = 1,2,...} sq niezalezne i majg ten sam rozktad

prawdopodobienstwa
P(Zi = k) =py, dlak=0,1,2,...,

gdzie po > 0. Przez f(z) oznaczmy funkcje tworzqeq zmiennej losowej Z{

zdefiniowang wzorem

f(z) = Zpk-zk .
k=0

Wowczas, gdy EX < 1, to prawdopodobienstwo degeneracji wynosi 1.
W przypadku, gdy EX > 1 prawdopodobieristwo degeneracji jest réwne
20, gdzie zo < 1 jest najmniejszym nieujemnym pierwiastkiem rownania

z = f(2).

Zauwazmy, ze proces przeszukiwania wszerz przypomina proces
galazkowy, z ta roznica, ze rozklad zmiennej losowej Xy (zg,my), bedacej
liczba nowych wierzchotkow, ktore zostaja dotaczone do sktadowej w k—tym
kroku procesu, zalezy od dotychczasowego jego przebiegu. Pokazemy jednak,
ze gdy my < n?/ to

P(Xg(zg,mi) <1) <1/3.

Oznacza to, ze zmienng losowa Xy (xg, my) mozna oszacowaé z dotu przez

niezalezna zmienna losowa X o rozkladzie

P(X

0) = 1/3,
P(X =2

) = 2/3.

Twierdzenie 19. Dia kazdego k € N, z;, € (0,1) oraz my, < n*3
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Dowdd. Dla dowolnych a,b € [n], a < b waga wierzchotka a jest wieksza od
wagi wierzchotka 0. Oznacza to, ze suma wag dowolnych my wierzchotkow
jest nie wieksza niz suma wag n*? poczatkowych wierzchotkow. Zatem
prawdopodobienistwo, ze wierzchotek w czasie trwania procesu proteuszowego
wybral wierzchotek sposréd wybranych uprzednio my wierzchotkéw jest nie
wieksze niz
n2/3 ._ n=t/3

E T ol g

Dy 7 fo t—ndt
Mozemy zatem zalozy¢, ze powyzsza sytuacja nie wystepuje.

Oznaczmy przez

wima) = S pArn(, fen])

I=[z-n]+1

_ (1+0(1))1;n zn:

I=[zn]+1
_ (1+o(1))(1—n)/ (2)%
1—n —n 147
1+77x (I —a)

= (1+ 0(1)):_—:;(1‘77 — ).

X

l
[n]

= (1+o(1))

Policzmy najpierw prawdopodobienstwo, ze Xy (zx, my, —) = 0. Oznacza
to, ze wierzcholek ¢ = [z;n| w momencie kiedy byt ostatni raz “od$wiezany”
wybral ze zbioru wierzchotkow {1,2,...,i — 1} tylko ustalony wierzcholek j

oraz zaden z wierzchotkow ze zbioru {i + 1,4+ 2,...,n} nie wybral i.

n

P(Xp(wp,mp, =) =0) = (1+o1) (1 —az)" [T (1 =p»7(L4))

I=i+1
= (T o()—ay " [T exp(=d-p(1,1)
= (L+o()(1 - )" exp(=d 3 p17(1,1))

= (1+0(1))(1 —2)" exp(—duw(n, x))
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Podobnie Xj(zy, mg,+) = 0 wtedy 1 tylko wtedy, gdy wierzcholek
i = [zxn] w momencie kiedy byt ostatni raz “od$wiezany” nie wybral zadnego
wierzchotka ze zbioru {1,2,...,i — 1} oraz zaden z wierzchotkow ze zbioru
{i +1,1+2,...,n}, za wyjatkiem ustalonego wierzchotka j, nie wybral i.
Mamy zatem

n

P(Xi(zk,mi, +) =0) = (IL+o(1)(1—2)* ] (1—=p*"™(1,4))

I=it1

= (I+o(1)(1 —z)? H exp(—d - p""™ (4, 4))
= (14 0(1))(1 — z)*exp(—d Z p"(j,))

l=i+1
1#]

= (1+0(1))(1 — 2)" exp(~duw(n, x)).
Stad
P(Xu(zme) = 0) < (14 0(1)(1 = )" exp(—duw(n, z)) .
Analogicznie mozna pokazaé, ze

P(Xg(zp,mp) = 1) < P(Xg(xp, my, —) = 1)

n

= (1+40(1))dz(1 — z)¢2 H (1 — pl®mm (1, 4))

£ (1o)== 3 9 (s,) ] (1= p@(, 1)

s=1+1 l=i+1

= (14 0(1))dz(1 — )2 exp(—dw(n, z))

+ (1 +o(1)(1 — 2)* " d exp(—dw(n, z Z pLmm (s.40)
s=i+1

= (14 0(1))dz(1 — )" 2 exp(—dw(n, z))
+ (1+0(1))(1 = 2)" dw(n, x) exp(—dw(n,z)),
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ostatecznie wiec

< (I+o(1)dz(l — )" exp(—dw(n, z))

+ (L+o0(1))(1 = 2) dw(n, x) exp(—dw(y, )
+ (14 0(1)(1 = 2)"" exp(—duw(n,z))

= (1+o0(1))[dz + dw(n,z)(1 —z)+ (1 — z)]

x (1 — 2)“ 2 exp(—dw(n, z)) .

Pokazemy teraz, ze dla d > 13, n € [0,58;0,92], my < n*3, x;, €
(0,1) prawdziwa jest nieréwnos$¢ (6). Niestety, ze wzgledow technicznych,
musimy podzieli¢ interesujacy nas zakres parametréow na kilka podzakresow

i szacowa¢ w zaleznoSci od wystepujacego przypadku.
Przypadek 1. Zalozmy, ze xy € [0, Tmax|, 1 € [Mmin, Mmax), Wtedy
P(Xp(ze,mi) <1) < (1+0(1))(dz + dw(n, ) + 1) exp(—dw(n, z)) .

Zauwazmy, ze funkcja w(n,z) (dla ustalonego n € (0,1)) jest funkcja

malejacag. Oznaczmy przez

0 i 11— Thmax
= — 1 1 _— Thmin __ max ) -
w xE%}O}rInlax] w(n’ x) ( + 0( >) 1 _|__ nmax (xmax T )
M€ [MminMmax]
Zauwazmy rowniez, ze funkcja f(z) = e ® jest funkcja malejaca na

przedziale [1,00), a zatem zachodzi ponizsza nier6wnos¢ (o ile dw > 1)
P(Xg(zg,mi) <1) < (14 0(1))(dxmax + dw + 1) exp(—dw) .

W szczegolnosei dla nastepujacych trzech podprzypadkow

Lmax = 07 ]-57 Nmin = 07 587 Tmax = 07 8
Lmax = 07 157 Nmin = 07 87 Nmax = 07 9
Tmax = 07 157 Thmin = 07 97 Thmax = O; 92
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zachodzi nierownos¢ (6).

Przypadek 2. Zatozmy, ze T € [Tmin, Tmax); N € [Nmin, Tmax)- Analogicznie jak

poprzednio mozna pokazaé, ze gdy dw > 1

P(Xk(mk,mk) S 1) S (1 —+ 0(1))[dl‘max + dw(l - l‘min) + (1 — mmin)]

)d—2

X (1 = Zmin exp(—dw) .

W szczegdlnosci dla nastepujacych dwoch podprzypadkow
Lmin — O, ]-57 Lmax — O, 357 Nmin = 07 58, Nmax = 07 885

Tmin = 0,15, Tmax = 0,39, Nmin = 0, 885, Nmax = 0,92

zachodzi nieréwnos¢ (6).
Przypadek 3. Zalozmy, ze xy € [Ty, 1], wtedy

P(Xy(2r,mi) <1) < (14 0(1)[dz + dw(n,z)(1 — z) + (1 — 2)](1 — z)42
< (1 o()[dr +d(1— ) +d(1 —)](1 — )"

(1 — ,’L‘min)d72 .

(14 0(1) 21— 22 < (1 4 0(1)

Lmin

W szcezegolnosei dla 2y, = 0,35 zachodzi nier6wnos$é (6).
Ostatecznie wiec dla d > 13, n € [0,58;0,92], my, < n?*?3, 5, € (0,1)

Zauwazmy, ze wartoS¢ oczekiwana zmiennej losowej X wynosi EX =
4/3. Skoro zmienna losowa X (zx, my) mozna oszacowaé z dotu przez X,
nalezy sie spodziewa¢, iz z pozytywnym prawdopodobienstwem przeszukujac
graf proteuszowy wszerz napotkamy duza sktadowa. Ponizsze twierdzenie

precyzuje te obserwacje.
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Twierdzenie 20. Niech d > 13 bedzie ustalong liczbg naturalng oraz
n € [0,58;0,92]. Prawdopodobieristwo, Ze proces przeszukiwania grafu
proteuszowego Py (d,n) wszerz, startujgcy z dowolnego wierzchotka v € [n],

2/3

wymrze wezesniej niz po n*'> krokach, jest mniejsze od 1/2.

Dowod. 7 Twierdzenia 18 wynika, ze prawdopodobienistwo degeneracji
procesu galazkowego, w ktérym zmienne losowe Z} maja rozklad identyczny
jak zmienna losowa X (py = 1/3, po = 2/3) jest réwne najmniejszemu

pierwiastkowi rownania
2
2= fx(2) =5+ §z2 ,

ktory wynosi 1/2.
Wykorzystujac Twierdzenie 19, ktére mowi, ze zmienna losowa X jest
oszacowaniem dolnym zmiennej losowej Xy (zx, my) dla dowolnego xy € (0, 1),

k € N oraz my, < n?/?

otrzymujemy teze twierdzenia. ]
W poprzednim twierdzeniu pokazaliSmy, ze z prawdopodobienstwem
wiekszym niz 1/2, dowolnie wybrany wierzchotek v € [n] znajduje

2/3 Rozwazmy proces

siec w skladowej o rozmiarze wiekszym niz n
przeszukiwania grafu proteuszowego wszerz startujacy z wierzchotka wv.
Przez O oznaczmy liczbe wierzchotkow “odwiedzonych”, przez P zas liczbe
wierzchotkéw “przetworzonych”. Pokazemy teraz, ze proces przeszukiwania
grafu proteuszowego wszerz zakonczy sie szybko (wyznaczajac sktadowa
o rozmiarze nie wiekszym niz 150logn), albo bedzie “zagarnial” w szybkim

tempie kolejne wierzchotki (O > %]5)

Twierdzenie 21. Niech d > 13, n € [0,58;0,92]. Rozwazmy proces
przeszukiwania grafu proteuszowego Pn(d,n) wszerz, startujocy z dowolnego
wierzchotka v € [n]. Przez P oznaczmy liczbe wierzchotkow “przetworzonych”,

natomiast przez O liczbe wierzchotkow “odwiedzonych”.

~

P(O < —P|150logn < 0 < n2/3> <o(n7?).

[N
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Dowdd. Analogicznie jak w poprzednim dowodzie skorzystamy z faktu, ze
proces przeszukiwania grafu proteuszowego wszerz jest podobny do procesu
galazkowego, w ktéorym zmienne losowe Zij maja identyczny rozktad jak
zmienna losowa X. W kazdym kroku procesu gatazkowego wybieramy (po
kolei) jedna czastke z aktualnego pokolenia (pobieramy wierzcholek z kolejki
@ i oznaczamy go jako “przetworzony”), ktora w wyniki “podziatu” tworzy,
zgodnie z rozktadem zmiennej losowej X, nowe czastki (wstawiamy do
@ wszystkich “nieodwiedzonych” sasiadow, oznaczajac ich jako wierzchotki
“odwiedzone”). Przez W, oznaczmy liczbe czastek w [~tym pokoleniu, przez

U, za$ liczbe czastek do [-tego pokolenia wlacznie
U=1[+W.
Pokazemy teraz, ze zachodzi nastepujaca nier6wnosé
]P’(Ul < 21’150logn << n2/3) <o(n™?),

co na mocy Twierdzenia 19 zakoniczy dowdd.

Dla dowolnego u < 0 oraz t > 0 zachodzi nastepujaca nier6wnosé
P(X <EX —t) < e WEXD  geuX |
Istotnie, wykorzystujac nier6wnos¢ Markowa otrzymamy
PIX <EX —-t) = P(X-—EX < —t)=Pu(X —EX) > —ut)

Eeu(X—EX)

— ]P)(eu(X—EX) > e—ut) < e_ut

e—u(EX—t)EeuX )
Oznacza to, ze dla dowolnego u < 0, ¢t > 0 oraz n € N

]P’( S X <nEX - t) < eulEX—1) (Eeux>n
=1
- 4 a 1 2 n
IP( X < - —t) < —“<*"—t)<— - 2”) .
; =3" = ¢ \gtge
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5lnodci — 1 T (p2u — T
W szczegolnosci dla u = 3 log 15 (e = 15)

A3t < (D))"

Zauwazmy, ze dla dowolnego [ € N

!
1+ E X =U,
j=1
€O 0zZnacza, ze

7
P(Ul < 6[‘15010gn <l< n2/3>

!
< ]P(ZX < gl‘15010gn <l< n2/3>
j=1

LIk s4\k
< <7> *e (—) < exp(—0,015k)
< exp(—0,015 - 1501og n)

— 7’L_2’25 — O(TL_2) )

Z powyzszego twierdzenia wynika nastepujacy wniosek.

Wniosek 22. Niech d > 13, n € [0,58;0,92]. Rozwazmy proces
przeszukiwania grafu proteuszowego P,(d,n) wszerz, startujgcy z dowolnego
wierzchotka v € [n]. Przez Z; oznaczmy liczbe wierzchotkéw w odlegtosci
co najwyzej | od wierzchotka v. Dla dowolnego | € N zachodzi nastepujgca
nierownosé

7
IP(ZZH < 621‘15010gn <Zi=k< n2/3> <o(n?).

Z 'Twierdzenia 21 wynika, ze graf proteuszowy nie ma skladowych

o rozmiarze k, 150logn < k < n??3. Pokazemy teraz, ze oprocz malych
sktadowych (o rozmiarze nie wiekszym niz 150 logn), graf posiada jedna duza

sktadowa o $rednicy O(logn).
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Twierdzenie 23. Niech d > 13, n € [0,58;0,92]. Graf proteuszowy P, (d,n)
posiada duzq sktadowq o rozmiarze co najmniej n*®; pozostate sktadowe majg
rozmiary co najwyzej O(logn). Co wiecej, Srednica duzej sktadowej wynosi co

najwyzej O(logn).

/3 wynika

Dowadd. Istnienie skladowej o rozmiarze co najmniej n
z Twierdzenia 20. Pokazemy teraz, ze istnieje tylko jedna taka skladowa.
Rozwazmy w tym celu dwa procesy przeszukujace graf wszerz, startujace
z wierzcholkow vy oraz v,, ktore nie wymra wezesniej niz w n?? krokach.
Zatrzymujemy te procesy, gdy liczba “odwiedzonych” wierzchotkéw bedzie

2/3. Przez S(vi) oraz S(vy) oznaczmy zbiory skladajace sie

rowna n
z wierzchotkow “odwiedzonych” w procesie startujacym z v, oraz odpowiednio
vo. Przypusémy, ze zbiory te sa roztaczne. Powyzsza sytuacje przedstawia

nastepujacy rysunek.
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Jak nietrudno zauwazy¢ wszyscy sasiedzi dowolnego “przetworzonego” juz
wierzchotka v € S(v;) (wierzcholki czarne) znajduja sie rowniez w zbiorze
S(v;). Natomiast wierzchotki, ktore nie zostaly jeszcze “przetworzone”
(wierzcholki biale) moga polaczy¢ zbiory S(vqi) i S(vq). Z Twierdzenia 21
wynika, ze liczba “odwiedzonych” wierzchotkow, ktore nie zostaly jeszcze

“przetworzone” wynosi co najmniej in?3. Mozna zatem wskaza¢ dwa

1, 2/3
14l

elementow kazdy, posiadajace te wlasnosé, ze wszystkie wierzcholki ze zbioru
S(vy) leza “nad” wierzchotkami S(v;) (dla kazdego i € S(v1), j € S(vy)

i > 7). Waga dowolnego wierzchotka jest wieksza od wagi wierzcholtka n, ta

podzbiory S(v;) C S(v1) oraz S(vy) C S(vs), zawierajace po

za$ wynosi % Zatem prawdopodobieristwo, ze wierzcholki z S (v1) nie sg

polaczone z wierzchotkami z g(vg) jest mniejsze niz

2/3

2/3
n 1—n\ "% n'/3(1 —n) —2
(1_—14 = ) = (1+ (1)) exp | — 7 ]_o(n ),

co oznacza, iz istnieje tylko jedna duza sktadowa (o rozmiarze wiekszym niz
n?/3). Rozmiar pozostatych sktadowych wynika z Twierdzenia 21.
Pokazemy teraz, ze Srednica najwiekszej sktadowej wynosi co najwyzej
O(logn). Wezmy w tym celu dwa dowolne wierzcholki nalezgce do
najwiekszej skltadowej v; oraz ve. Z Wniosku 22 wynika, ze jezeli liczba
“odwiedzonych” wierzchotkéw wynosi co najmniej 150logn, to wystarczy

logz n?/3 < 5logn pokolen, aby dotrze¢ do n??3

wierzchotkéw. Stad
$rednica grafu indukowanego przez zbior S(v;), ¢ = 1,2 wynosi co
najwyzej 155logn. Ostatecznie wiec Srednica najwiekszej sktadowej wynosi

co najwyzej 310 logn. O]
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3.2.2 Oszacowanie dolne

Niech d > 13 bedzie ustalong liczba naturalng, n € [0,58;0,92].
Pokazemy, ze $rednica grafu proteuszowego P,(d,n) wynosi (logn).
Zanim jednak zaprezentujemy gléwne twierdzenie tego podrozdziatu,
przedstawimy, potrzebne w dowodzie twierdzenia, oszacowania dolne na
prawdopodobienstwo p(®"™(j,7) istnienia krawedzi pomiedzy wierzchotkami
1, j oraz na prawdopodobienstwo, ze wierzchotek k jest izolowany, ktore
0znaczymy przez pg}g’n)(k).

Lemat 24. Niech d € N, n € (0,1). Dla dowolnego i,j € [n|, j > i oraz

k € [5n,3n] NN zachodzq ponizsze nierdwnosci

1_
perm () > (14 o(1)—1d

Pt (k) = (4—\1/5)d-

Dowoadd. Pierwsza nier6wnos¢ wynika z faktu, ze

PG = 1+ o) a(5)" 2 (ko)

Niech zatem k = [zn], z € [3, 3]. Na mocy Twierdzenia 11
0 1—n
P () = (4 o)1 = ) exp | = (14 0(1) ™ = )]
Oznaczmy przez

1—n, _
w(n,z) = —m(w T—z).

Zauwazmy, ze dla ustalonego 7y € (0, 1) funkcja w(no, x) jest funkcja rosnaca.

Istotnie

w(noa 'T):,v =

0= () e - 2(() 73]

Mozna rowniez pokazaé, ze dla ustalonego o € (0,1)

a wiec

-n

X
w(naxO)% = ( :

TW@ — 225" + log g — n*log z) -
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W szczegolnoscei

1\’ (" 1\ 147 1 1
=) = 2-2(-) log = — n?1 —]
w(" 2)n (1+7) [ ) tleegTmioss
2 1 1
= (2-92- 41 —)>0
(1+77)2( SRR ’

co oznacza, ze funkcja w(n, %) jest funkcja rosnaca. Ostatecznie wiec

a7 (3 o () - ()"

Aby pokaza¢, ze Srednica najwiekszej sktadowej, w grafie proteuszowym
Pn(d,n), jest rzedu co najmniej logn wykazemy, ze prawdopodobienistwo
istnienia izolowanej $ciezki o dtugosci O(logn), ktorej pierwszy wierzchotek

polaczony jest z duza sktadowa, dazy do 1.

Twierdzenie 25. Niech d > 13 bedzie ustalong liczbg naturalng oraz n €
0,58;0,92]. Oczekiwana liczba izolowanych Sciezek, w grafie proteuszowym
Pn(d,n), o dlugosci

logn

k=k(n)=
(n) 4d — 2log(1 —n)’

w ktorych pierwszy wierzcholek, nalezqgcy do zbioru [1, %n), potgczony jest

z duzq sktadowq oraz pozostate wierzchotki nalezq do zbioru [n, 3n] wynosi

2
co najmniej n'/?.

Co wiecej, prawie na pewno istnieje jedna taka Sciezka.

Dowdd. Niech x; € [1, ln), dla dowolnego 2 < ¢ < k + 1, niech z; €
(41, 3n]. Przez A(x1,2,...,2541) oznaczmy zdarzenie polegajace na tym,
ze istnieje izolowana $ciezka (xq, o, ..., 2x41) 0 dlugosci k oraz wierzcholek
x1 polaczony jest z duzay sktadowa. Dowod rozpoczniemy od oszacowania

z dotu prawdopodobienistwa zachodzenia zdarzenia A(x,xo, ..., Txy1).
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Zauwazmy, ze prawdopodobienstwo, ze wierzcholek nie ma sasiadow, za
wyjatkiem by¢ moze dwoch badz jednego ustalonego wierzchotka, jest nie
mniejsze niz prawdopodobienstwo bycia wierzchotkiem izolowanym.

W Twierdzeniu 20 pokazano, ze dowolny wierzchotek znajduje sie
w duzej skladowej z prawdopodobieristwem nie mniejszym niz 1/2
(proces przeszukiwania grafu wszerz, startujacy z tego wierzchotka, nie

2/3 wierzchotkow). Fakt istnienia w grafie

wymrze przed “zagarnieciem” n
proteuszowym izolowanej $ciezki oraz istnienia krawedzi {x1,z2} wplywa na
prawdopodobienistwo, ze wierzchotek z1 nalezy do duzej sktadowej, niemniej
wplyw ten nie jest zbyt duzy (zwroémy uwage, ze dlugosé $ciezki wynosi
O(logn) oraz xo > x1). Powtarzajac rozumowanie przedstawione w dowodzie

Twierdzenia 20, mozna pokazac, ze

P(zy nalezy do duzej skladowej | x; jest poczatkiem izolowanej Sciezki)

= (14 o(1))P(zy nalezy do duzej skladowej) > 1/2(1 4+ o(1)) .

Podobna wtasnos¢ zachodzi w przypadku postulowania istnienia dwoch
Sciezek, rowniez, gdy obie Sciezki maja poczatek w tym samym punkcie
(ten fakt bedzie istotny w dalszej czesci dowodu). Na podstawie powyzszych
rozwazan oraz oszacowan z Lematu 24 otrzymujemy nastepujace oszacowanie

k
P(A(z1,x2,...,2511)) = (14 0(1)) H]P’(xl jest polaczony z x;.1)
i=1
k1

X H P(z; nie ma sgsiadéw poza sgsiadami w Sciezce)

i=2
xP(x1 nalezy do duzej skladowej)

oy () [(22) ]

Niech Y (21,2, . .., k1), 21 € [1,1n), ; € [3n, 2n], 2 <@ < k+1 bedzie

v

rodzing zmiennych losowych zdefiniowanych w nastepujacy sposob

1 gdy zachodzi zdarzenie A(z1, o, ..., Tge1)
Y(,Clﬁl, Loy ... >$k+l) =
0 w przeciwnym razie .
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Wtedy liczba izolowanych Sciezek wynosi

Y = Z Z Y(x1, 20, . .., xpy1) -

1<z1<1/2n 1/2n<x2,...,x54+1<3/4n

Oszacujmy najpierw wartos¢ oczekiwang zmiennej losowej Y.

EY = Z Z P(A(z1,29,...,T41))

1<z1<1/2n 1/2n<x3,...,.x,4+1<3/4n

> 5 (% Jraomny () [(5) T

k1 — k vk
> 5(3) (1/761) ()]
= s[5 T

vk
> afo-n(5z)]
> nexp[(log(l—n)—l 9d> ]
== > nl/?
Niech & = (21,22, ..., Zk11), ¥ = (Y1, Y2, - - -, Yr+1). Pokazemy, ze zmienna

losowa Y = ). Y (Z) jest skoncentrowana wokot swojej wartosci oczekiwanej.

W tym celu policzmy wariancje

VarY = Var ZY L
= ZVarY +ZCOV< y))

Zauwazmy, ze EY (2) = EY (£)? (zmienna losowa Y (%) przyjmuje wytacznie

wartosci 0 lub 1). Mozemy zatem latwo oszacowaé pierwszy sktadnik
Y Vary(z) = ) (EY(2)’ - (EY(2)®) <> EY ()
— S EY(#) = E(Zy(@)) -
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drugi za$ oszacujemy korzystajac z wprowadzonych wezesniej zdarzen A(z)

ZCOV(Y@?%Y(?)) = ) [EY(@)Y()) - EY ()EY (§)]

9
= 3 [P(AG@) N A(5)) - PAGE)P(A(G))]
z,9
Zauwazmy, ze dwie Sciezki & = (21, T2, ..., 2ky1) 0raz § = (Y1,Y2,- -, Yks1)

moga by¢ albo wierzchotkowo roztaczne albo stykaé¢ sie w punkcie x;. Te
dwa przypadki nalezy rozwazy¢ osobno. Przypusémy najpierw, ze $ciezki z,
7 sg roztaczne. Zwroémy uwage, ze ze wzgledu na roztacznosé wierzchotkowsa
Sciezek, istnienie krawedzi w drugiej $ciezce nie wplywa znaczaco na
prawdopodobienistwo istnienia ustalonej krawedzi z pierwszej Sciezki oraz na
prawdopodobienstwo bycia wierzchotkiem izolowanym. Prawdopodobienstwa
te moga rézni¢ sie co najwyzej o czynnik (1 + o(1)) (patrz Twierdzenie 5).

Zatem na podstawie (7) mamy

k
P(A(Z)NA(y) = (1+0(1)) HIP’(JCZ jest polaczony z ;1)
i=1
k
x [ [ P(yi jest polaczony z yii1)
i=1
k1
X H P(z; nie ma sgsiadéw poza sasiadami w Sciezce)
i=2
k+1
X H P(y; nie ma sasiadéw poza sgsiadami w Sciezce)
i=2
xP(x1 nalezy do duzej skladowej)

xP(y; nalezy do duzej skladowej)
= (14 0(1))P(A(Z2))P(A(@)) -

Rowniez w przypadku, gdy $ciezki 2 oraz ¢y maja doktadnie jeden wierzchotek
wspolny (z = 1 = y1), prawdopodobieristwa po prawej stronie rownosci (7)
moga roznic sie co najwyzej o czynnik (1+o0(1)). Zwroémy bowiem uwage, ze

sasiedzi wspolnego wierzcholka a posiadaja wieksze numery (x2 > a, yo > a).
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Zatem, gdy $ciezki sa polaczone mamy

k
P(AZ)NA(y) = (1+0(1)) I_IIP’(:EZ jest polaczony z ;1)
i=1
k
x | [ P(: jest polaczony z yi11)
i=1
k+1
X H P(x; nie ma sgsiadéw poza sasiadami w Sciezce)
i=2
k+1
X H P(y; nie ma sasiadéw poza sasiadami w Sciezce)
i=2
xP(a = x1 = y; nalezy do duzej skladowej)
(14 0o(1))P(A(2))P(A(5))
P(a = x1 = y; nalezy do duzej skladowej)
= O()P(A(2))P(A(g)) -

Oznacza to, ze

> Cov(Y(R),Y(3) = 3 [BAR) N AG)) — P(AR@)PA())]

& Ljy#z
+ 20 [P(AG) N AG) ~ BA@)B(AG))
_ IP(A(Q?:))IP’(A(?)))Z[ 2 oW+ >, 0w
¢ Lgyn#n vyr=r1
= (o) Y o(P(AG)B(AG))
_ 0<ZP(A(£))ZP(A<Q>))

Ostatecznie wiec Var YV = 0((EY)2), co na mocy nieroéwnosci Czebyszewa

oznacza, ze prawie na pewno istnieje cho¢ jedna taka Sciezka. O
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3.3 Czas powrotu

W dotychczasowych rozwazaniach badaliémy wlasnosci grafu proteuszowego
Pn(d,n), w tym rozdziale rozpatrywa¢ bedziemy natomiast wlasnosci
procesu proteuszowego B, (d,n) = {(PL(d,n),0,)}2,. Przedmiotem naszych
zainteresowan bedzie, nie majacy odpowiednika w innych modelach struktur
losowych, “czas powrotu”, to jest czas po ktérym graf proteuszowy odzyskuje
“typowa” dla siebie wlasnos¢, ktora w trakcie procesu proteuszowego utracit.
Zacznijmy od formalnej definicji tej wielkosci.

Niech A bedzie dowolna wlasnoscia taka, ze graf P,(d,n) posiada

wlasnosé A z prawdopodobienstwem 1 — o(1), lecz definiujac 7(A) jako
7(A) = min{t : P!(d,n) nie posiada wlasnosci A},

otrzymujemy Pr(7(A) < oo) = 1. Oznacza to, ze z prawdopodobieristwem
rownym jeden, w pewnym kroku procesu proteuszowego P,,(d, n) wlasnosé¢ A
przestanie wystepowac przez jakis czas. Czasem powrotu rec(\A) dla wlasnosci

A nazwiemy zmienna losowa zdefiniowang wzorem
rec(A) = min{t > 7(A) : P.(d,n) posiada A} —7(A).

Zauwazmy, ze po uplywie O(nlogn) krokéw procesu prawie na pewno kazdy
z wierzchotkow P, (d, n) zostanie co najmniej raz wybrany, a zatem, poniewaz
Pn(d,n) ma wtasno$¢ A prawie na pewno, z prawdopobienstwem 1 — o(1)
zachodzi

rec(A) = O(nlogn) .

Powyzsze ograniczenie gorne, prawdziwe jest dla kazdej wlasnosci A
i dowolnego wyboru parametréw d oraz 7, ktory gwarantuje, ze graf
proteuszowy ma wlasnosc A prawie na pewno. Nastepujace twierdzenie

pokazuje, ze czas powrotu rec(C) dla spojnosci grafu jest nieco krotszy.
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Twierdzenie 26. Niech n € (0,1) oraz d = alogn, gdzie a > 1/g(zo),
gdzie xo = xo(n) € (0,1) bedzie punktem, w ktérym funkcja g : (0,1) — R,
okreslona wzorem

o) = Tl =)~ log(1 —a)

posiada minimum, tj. xo(n) jest rozwigzaniem réwnania

1+n
1—a

(L—mnz™""T+1—n=

Wtedy

rec(C)—(l(_ ;Z?)a_logn L, 7.
Zo n

gdzie zmienna losowa Z, posiada rozktad wyktadniczy, to znaczy, jej gestosé

dana jest wzorem
e dla z >0
fz(z) =
0 dla z < 0.
Dowdd. Pokazemy najpierw, ze prawie na pewno w momencie 7(C), gdy
graf proteuszowy po raz pierwszy staje sie niespojny, sktada sie on z duzej

sktadowej oraz pojedynczego wierzchotka izolowanego ¢, takiego, ze
oro)(i) = (L+ o(1))xon .

Przypomnijmy, ze nie jest to wierzchotek o najmniejszym oczekiwanym
stopniu w grafie proteuszowym, ale taki, dla ktérego prawdopobienistwo bycia
izolowanym jest najwieksze (patrz Twierdzenie 11). Dodajmy, ze funkcja g
jest funkcja ciagta posiadajaca w punkcie o minimum, a zatem wystarczy
pokazac, ze

9(o-)(1)/n) < (14 0(1))g(z0) -
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Rozwazmy pierwsze nlog?n krokow procesu proteuszowego. Oznaczmy
przez py(€), pa(€) oraz ps prawdopodobieristwa, ze w tym okresie w procesie

proteuszowym pojawi sie¢ odpowiednio:
e izolowany wierzchotek i dla ktorego g(o(i)/n) € [ g(zo), (1 + €)g(x0)),
e izolowany wierzchotek ¢ dla ktorego g(o(i)/n) > (14 €)g(xo),
e skladowa o rozmiarze k, 2 < k < 2n/3.

W  badaniu zachowania powyzszych wielkosci przydatne bedzie
oszacowanie prawdopodobienistwa p(i,7,t), ze wierzcholek i stal sie
wierzchotkiem izolowanym w kroku ¢ procesu proteuszowego. Moze sie
to zdazy¢ tylko wtedy, gdy wybrano jedynego sasiada wierzchotka 1,

wierzchotlek j. Korzystajac z Twierdzenia 5 mozemy oszacowaé p(i, j, t) przez

o(nexp(— log®/? n)) + (1+ 0(1))%]9(@, )

AT -0+ ot 25

r

n

X H [1 — (1+O(log™/? n))ln;nd<i>n]

S=£i+1,57é€j

= n~2tel) (i—j)n exp ( -1+ 0(1))9(%>d>

dla ¢; < ¢, oraz

o(nexp(— log®/? n))+ (1+ 0(1))%]9(&, ()

x ﬁ [1_ (1+O(10g1/2n))1_n<§>"]d
r=1,r#£, n o o\r
T -t 2]

e () e (-0 ottia(2)0)

J
dla ¢; > (;, gdzie {; = 0y(i) oraz {; = 0,(j) oznaczaja miejsce w permutacji

odpowiednio wierzchotka 7 oraz j w t-tym kroku procesu proteuszowego.
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Niech ¢ > 0. Oznaczmy przez A;(i) zdarzenie, ze wierzcholek i stal sie

wierzchotkiem izolowanym w ¢-tym kroku procesu oraz w tym momencie

9(ou(i)/n) € [g(xo), (1 4+ €/4)g(x0)) ,

przez A, = |J;_, Ai(i) oznaczmy zdarzenie, ze w t-tym kroku procesu
proteuszowego pojawit sie wierzcholek izolowany o tej wlasnosci. Podobnie
niech B} (i) oraz B} beda analogicznymi zdarzeniami, lecz w tym momencie
zadamy, aby
g(ou(i)/n) > (1 +€)g(xo) -
Szacujac  prawdopodobienstwo  wystepowania  zdarzenia  Ay(7)
otrzymujemy

n

P(A,(i)) = Y p(i,j.t)

j=1,#i
~[Z (@) X ()] e (- o))

£j<fi €j>zi

- L;i/n 1

= ﬁyn/ (zn)"dx + ﬁi"n/ (xn)”dx} n 2~ (1+o(1))ag(ti/n)
B 0 Zl/n

r - 1

i G/ i g,nnww] 12— (1o(1)ag(€:/n)

' I ' 1+7

T n /.

=|— 4+ n/l;)" — — }n—2—<1+o(1>)a9<a/n)

L1—n 1+ 7}( /t) 1+n

= O(n)n 2~ (FeM)aglli/n) — p=1-(Fo()ag(ti/n)

Otrzymujemy zatem nastepujace oszacowania

p (o) (e Nagan) < P(A, (1)) < pi-(+oD)ag(o)

oraz
P(B)(i)) < n-i-(+oM)(i+eag(o)

7 ostatniej nierownosci otrzymujemy natychmiast

P(B)) < Y PB(Bj(i)) < n (o140,
=1
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Pokazemy teraz, ze dla dowolnych 4,7 € |[n], takich, ze ¢; < {3
zdarzenia A, (i) oraz A(i') zaleza od siebie w niewielkim stopniu. Podobnie
jak poprzednio mozemy oszacowa¢ prawdopodobieristwo p(i,d’,7,t), ze
wierzcholki i oraz i’ staly sie wierzchotkami izolowanymi, poniewaz w t-tym
kroku procesu proteuszowego, wybrano jedynego ich sasiada, wierzchotek j

przez

1 —3+o(1) (max{éi, ('} > U <max{€i/, 0;} ) n
min{/;, (;} min{¢;, (;}
Cyr

X exp ( -1+ 0(1))9(%)61) exp ( -1+ 0(1))9(—)6[) :

Oznacza to, ze gdy n < 1/2

n

PA() NA) = Y pli,d,4,t)

=1,
(SO S @O @] s
x n =3 W exp ( — (14 o(l))g(%)d) exp ( —(1+ 0(1))g<%>d>
_ [e;wg,n /0 Ei/n(xn)_%da: +(C — ) (%)" T /g :/n(xn)zndx}
x 3~ (1+o(1))ag(fi/n)—(1+o(1))ag(fy /n)
= :ﬁ?fg,rﬂ?”—(g;/ﬁ);:n + (by — ;) (%)W + €10, TR 1- ggi/;zl—i_%]

w p 3~ (1+o(1))ag(fi/n)—(1+0(1))ag(lys /n)

_ :1;@277 (%)”Hei/—&)(%)” 1f2n(%)n(£,>n‘ 1f2n <%ﬂ

w3~ (+o(1))ag(li/n)—(1+o(1))ag(ly /n)

= ©(n)n 3~ toM)ag(ti/m)~(1+o(1)ag(ty /n)
— - L-(ro(D)ag(ti/n)  —1=(1+0(1))ag(ty /n) (1)

= ]P’(At(z'))P(At(z”))no(l).
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W przypadku, gdy n > 1/2 sumy wystepujace w (8) nie mozna przyblizaé
catkami i w tym przypadku

G 2 @6 X (@) =eu.

€j<Zi €i<ej <€,L-/ éi’ <Zj

Ostatecznie wiec
P(A(7) N A1) = P(A(1))P(A(7)n°DO(1 4+ n*771) |

Aby oszacowaé P(A;) skorzystamy z nierownosci Bonferroniego
i=1

ZZP(At(i))— > PAL) N AL

=Y B - Y BAGBA)EOO( + )

> g~ (1Fo(1)(1+¢/4)ag(zo) (1 - (Fo(aglan) g1 4 nzn—l))

— (1 — of1))n~ (e (te/Nag(w) > = (+e/3agzo)

Zauwazmy, ze fakt pojawienia sie w kroku ¢; wierzchotka izolowanego
nie wplywa znaczaco na prawdopodobienstwo pojawienia sie kolejnego
wierzcholtka izolowanego w kroku ¢y (to > t;). Pojawienie sie wczesniej
wierzchotkéw izolowanych moze wptynaé¢ jedynie na wagi wierzchotkow, lecz
wplyw ten, zgodnie z Twierdzeniem 2, nie jest zbyt duzy. Mozna pokazac, ze

dla dowolnych t; < t5
]P(Atl N Atz) = ]P)(Atl)]P(AtQ)no(l) .

Ostatecznie wiec

nlog?n
pa(e) = Y P(B]) < ntr(ro)+eegleo)

t=1

92



oraz

nlog?n

p(e) > (U A
t=1
nlog?n
> Y PA)- > P(A,NAy,) >t/
t=1 1<t)<ta<nlog?n

Co wiecej mozna pokazac, ze

py = TP < nt o) < (),

Rozwazmy teraz n(+ie)ag(zo) log®n poczatkowych krokow
procesu proteuszowego. Prawdopodobieistwo pojawienia sie w tym czasie

wierzchotka izolowanego ¢ dla ktorego

g9(o(i)/n) = (1 +¢€)g(zo)

wynosi o(n~5%(@)) Rowniez prawie na pewno nie pojawi sie podczas tego
okresu sktadowa o rozmiarze wiekszym lub réwnym 2.

Niech Dy, k =0,1,..., ko, gdzie ky = n(”%a)“g(m(’)_l/?) bedzie zdarzeniem
polegajacym na tym, ze pomiedzy 2knlog’n a (2k 4+ 1)nlog?n krokiem

pojawil sie wierzchotek izolowany i, dla ktorego

9(o(i)/n) € [g(zo), (1 4 £)g(x0)) - (9)

Niech F oznacza zdarzenie, ze kazdy wierzcholek w grafie proteuszowym
zostal wybrany co najmniej raz w czasie t € ((2k — 1)nlog®n, 2knlog®n),
dla kazdego k = 1,...,ko. Zauwazmy, ze P(F') < konexp(—log®n/2) <
exp(—log®?n/2), oraz P(D;) = po(e), co wiccej warunkujac przez F,
wszystkie zdarzenia Dy sa niezalezne. Poniewaz kop;(€) — oo przy n — oo,
otrzymujemy, ze P(Ui(’zo Dk) — 1. Oznacza to, ze 7(C) = nU+o()ag(@o)
oraz, ze w momencie 7(C) graf proteuszowy sktada sie z duzej sktadowej oraz

pojedynczego wierzchotka izolowanego iy, dla ktorego o (i) = (14 o(1))xon.
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Pokazemy teraz, ze po kolejnych ©(n/logn) krokach procesu graf
znow bedzie spojny. Prawdopodobienstwo, ze wybierzemy wierzchotek i
w trakcie tego okresu dazy do 0, gdy n — oo. Argumentujac podobnie
jak w przypadku oszacowan liczb p;(¢), pa2(€) oraz ps mozemy pokazaé, ze
prawdopodobienistwo, ze w tym czasie pojawia sie inne wierzchotki izolowane
badz skladowe dazy do 0. Oznacza to, ze graf proteuszowy P,(d,n) ma
szanse ponownie zosta¢ spojnym dzieki temu, ze inny wierzchotek wybierze
wierzchotek iy na swojego sasiada. Poniewaz waga wierzchotka iy zmieni
sie nieznacznie podczas ©(n/logn) krokow, prawdopodobienstwo, ze dla

dowolnego z > 0

(o))" n (o)™ n
C) > = -
rec(C) = Z(l —n)alogn 1 —nd’
Wynosi
d/ n \n 2(3@:5
1 — (1 +0(1))(1— —(—) }
1+ o)1 - )5 (=
Z(fo)"%
1= o1 - )
_ e—(l-‘ro(l))z
= (14 o0(1))e %,
co konczy dowdd. O]

94



4 Symulacje

Podczas pisania rozprawy doktorskiej przeprowadzono szereg symulacji.
Zazwyczaj potwierdzaly one wczedniejsze rozwazania teoretyczne, ale
zdarzalo sie rowniez, ze pomagaly w wyborze wtasciwej techniki dowodzenia
zaobserwowanych wlasnosci. W niniejszym rozdziale przedstawiono wybrane
wyniki. Ze wzgledu na mozliwos¢ modelowania rzeczywiste] sieci
internetowej, skupiono si¢ na dwoch szczegbdlnych wartosciach parametru 7
(Mows = 0,59 i iy, = 0,91) oraz w przypadku, gdy sredni stopien w grafie
proteuszowym nie jest zbyt duzy (d = 10).

4.1 Srodowisko

Do symulacji wykorzystano klaster sktadajacy sie z 16 komputeroéw (Pentium
IIT 500MHz — 8 komputeréw; Celeron 466 — 8 komputeréow). Na maszynach
zainstalowano system operacyjny Red Hat Linux 7.3 [31] oraz pakiet
Mosix [21, 12, 11, 30|. Pakiet ten jest caly czas udoskonalany przez
prof. Amnona Baraka pracujacego na Hebrew University. Jego nazwa to
skrot od “Multicomputer Operating System for Unix”. Oprogramowanie
to, cho¢ darmowe, przewyzsza wydajnoscia wiele systemoéw tego typu
i pozwala polaczyé ze soba az 65.536 komputeréw. Dzieki umiejetnosci
sprawdzania obcigzenia procesoréw w sieci heterogenicznej, do jego budowy
mozna stosowa¢ komputery o rbéznej mocy obliczeniowej, zaréwno te
wyposazone w nowoczesne i szybkie, jak i starsze i mniej wydajne procesory.
Skonfigurowany i uruchomiony klaster “zachowuje sie” jak wieloprocesorowy
komputer. Jest to podstawowa cecha, ktora wyrdznia go sposroéd pozostatych
rozwigzan klastrowych. Na tym tez polega prostota jego obstugi. Nie ma tutaj
zcentralizowanego serwera, ktory zarzadza wszystkimi procesami, a zatem
programy dzialajace na tego typu klastrze nalezy pisa¢ identycznie jak

w przypadku maszyny wieloprocesorowej [14].
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Program generujacy graf proteuszowy oraz badajacy jego strukture
wewnetrzng zostal napisany w wiekszosci w jezyku C. O jego wyborze
zadecydowata szybko$¢ dziatania programu — badane grafy sa stosunkowo
duze. Aby jednak ulatwi¢ wyprowadzanie danych oraz dynamiczne

rezerwowanie pamieci skorzystano z udogodnien jezyka C-++-.

4.2 Podstawowe wlasnosci

Eksperymenty dowiodly, ze w rzeczywistych sieciach wspotczynnik skupienia
jest znaczaco wiekszy niz d/n, gdzie d jest $rednim stopniem w grafie [29].
Wspoétcezynnik skupienia dla grafow proteuszowych jest istotnie wiekszy od
d/n, lecz przyzna¢ nalezy, ze daleko mu do wartosci obserwowanych dla
grafu internetowego, czy podobnych do niego “small world” graphs. Dla
n = 100.000, d = 10, w przypadku, gdy n = nowt = 0,59 wspoélczynnik
skupienia wynosi CPr(@mou) = 4 2.107%, zas dla n = i, = 0,91 roznica jest
jeszcze wieksza CPn(@mn) = 1,0099 - 1072 (d/n = 107°).

Kolejna wlasnoscia grafu jest rozmiar jego k- rdzenia (ang. k-core).
k- rdzen, to najwiekszy podgraf, w ktéorym minimalny stopien wynosi co
najmniej k. Oto rozmiary k- rdzeni grafow proteuszowych sktadajacych sie
z 200.000 wierzchotkéw, d = 10, w przypadku, gdy 7 = 1w = 0,59 oraz
=1 = 0,91.

k | rozmiar k- rdzenia | rozmiar k- rdzenia

n = 0,59

n =091

[ R & N T N R

199.800 (999%)
198.971 (995%)
196.261 (981%)
189.020 (945%)
171.460 (85.7%)

0

196.960 (985%)
189.102 (946%)
172.552 (863%)
142.924 (715%)
83.691 (418%)

0
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4.3 Skladowe oraz ich sSrednice

W programie wykorzystano przeszukiwanie grafu proteuszowego wszerz
w celu wyznaczenia rozmiaréw sktadowych (dla n = 200.000). Ze wzgledu na
ztozonos¢ problemu wyznaczania $rednicy, jej wartos¢ obliczono w przypadku
mniejszego grafu (dla n = 100.000). Z rozwazan teoretycznych (patrz
Twierdzenie 17) wynika, ze $rednica grafu proteuszowego (w przypadku,
gdy n € [0,58;0,92]) wynosi ©(logn). Wykonane symulacje potwierdzaja te
obserwacje, gdzie zarowno dla 7 = 1, = 0,09 jak i dla n = n;,, = 0,91
srednica wynosi 9 (log100.000 ~ 11,5). W tabeli ponizej przedstawiono
w kolejnych kolumnach rozmiar sktadowej, liczbe skladowych o danym
rozmiarze, Srednice oraz numery wierzcholkdbw na przyktadowej $ciezce

o dtugosci réwnej srednicy sktadowe;j.

n = 200.000, d = 10, 7y, = 0,59

rozmiar liczba sktadowych
199.977 1
1 23

n = 200.000, d = 10, 0, = 0,91

rozmiar | liczba sktadowych
199.547 1

2 4

1 445
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n = 100.000, d = 10, 7w = 0,59

rozmiar | liczba | $rednica wierzcholtki
99.990 1 9 39531-41663-25696-831-48428-
-4405-76143-83288-23121-30371

1 10 0

n = 100.000, d = 10, 7, = 0,91
rozmiar | liczba | Srednica wierzchotki
99.817 1 9 21123-44104-22082-42435-1-
-99828-15-77587-10745-46403
2 1 1 25472-28262
1 181 0

Zwroémy uwage, ze najdtuzsza Sciezka w grafie proteuszowym w przypadku,
gdy n = i = 0,91 przechodzi przez wierzcholek 1 (wierzcholek “najstarszy”),
pozniej “skacze” do wierzchotka 99828 (wierzchotek bardzo “mtody”), by
ponownie wroci¢ do poczatku, do wierzchotka 15. W przypadku, gdy n =

Nout = 0,09 rOWniez mozna zaobserwowa¢ podobna tendencje.

4.4 “Kryzys wieku $redniego”

W Rozdziale 2.3 znajduja sie¢ rozwazania na temat prawdopodobienstwa, ze
ustalony wierzcholek, w grafie proteuszowym P, (d,n), jest wierzchotkiem
izolowanym. Pokazano, ze dla kazdego n € (0,1) istnieje zo(n) € (0, 1), takie,
ze prawdopodobieristwo bycia wierzchotkiem izolowanym jest najwicksze dla
wierzchotka o numerze (1 + o(1))zo(n)n. Stosunkowo latwo mozna pokazac,
ze w interesujacych nas przypadkach, gdy n = 1w = 0,59 oraz n = n;, = 0,91
maksimum znajduje sie odpowiednio w punktach x¢(0,59) ~ 0,282 oraz
20(0,91) ~ 0,177.
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Na powyzszych wykresach przedstawiono prawdopodobieistwo bycia
wierzchotkiem izolowanym w zalezno$ci od polozenia wierzchotka w grafie
proteuszowym (dla d = 1). W wyniku przeprowadzonych symulacji (dla
n = 200.000 oraz d = 10) otrzymali§my zbior wierzchotkow izolowanych. Na
wykresach naniesiono roéwniez te wartosci x;, dla ktorych wierzchotki [z;n]

sa wierzchotkami izolowanymi.

4.5 Rozklad stopni

Rozktad stopni w grafie proteuszowym jest rozktadem potegowym (patrz
Rozdzial 1.2). Zgodnie z Twierdzeniem 8 rozklad stopni w grafie
proteuszowym P, (d,n) réwniez jest rozkladem potegowym (potega zalezy

od wyboru parametru 1), tzn.
P(deg(i) = k) ~ k=177 dla kazdego i € [n].

Oznacza to, ze dla parametru 7 = 7,y = 0,59 oraz 7 = 1y, = 0,91 powinniSmy
otrzymac identyczne rozktady jak w grafie internetowym, odpowiednio dla
stopni wyjsciowych (potega wynosi —2,7) oraz stopni wejsciowych (potega

wynosi —2,1).
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Symulacje przeprowadzone dla powyzszych parametréow 7 oraz w
gdy n 200.000, d

rozwazania. Na ponizszych wykresach przedstawiono liczbe wierzcholtkow

przypadku, 10 potwierdzaja teoretyczne
(0§ Y) posiadajacych dany stopien (o$ X). Wykresy te przedstawiono w
skali logarytmiczno— logarytmicznej. Liniowy rozktad punktow w tej skali
swiadezy o wlasciwym rozkladzie (rozkladzie potegowym). Wspotezynniki
nachylenia prostych sa bardzo bliskie oczekiwanych warto$ci wynikajacych z

Twierdzenia 8.

nnnnn

-.,,"H ‘\_h:\i.
n = 0,59 n=10,91

W przypadku, gdy n Nout 0,59 maksymalny stopienn wyniost
1.936, natomiast w grafie proteuszowym dla n = n, = 0,91 wierzchotek o

najwiekszym stopniu posiadal az 19.144 sasiadow.
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