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Proteusz: �wiatowych chwytów jeszcze± nie zaniechaª
Tales: Posta¢ sw¡ zmienia¢ jest wci¡» tw¡ uciech¡

Johann Wolfgang von Goethe �Faust�

Wst¦p

W ci¡gu ostatnich kilku lat intensywnie badane s¡ istniej¡ce w ±wiecie
systemy zale»no±ci, takie jak sie¢ wzajemnych powi¡za« ludzkich [18, 27],
aktorów �lmowych [26], wspóªpracuj¡cych ze sob¡ naukowców [16] czy
graczy futbolowych [25]. Znajomo±¢ wªasno±ci omawianych sieci jest dla
nas istotna, dzi¦ki niej poznajemy natur¦ rozprzestrzeniania si¦ ró»nych
chorób, przekazywania wiadomo±ci w±ród spoªecze«stwa czy propagacji
danych w ró»nych sieciach radiowych np. w sieci telefonii komórkowej. Na
szczególne wyeksponowanie zasªuguje sie¢ internetowa i odpowiadaj¡cy jej
graf internetowy [2, 13, 20], któremu ostatnio po±wi¦ca si¦ wiele uwagi.
Tematyki tej dotyczy wiele artykuªów, istnieje nawet niezale»ne czasopismo.
Zainteresowanie to spowodowane jest nie tylko dlatego, »e to wdzi¦czny
i ciekawy obiekt bada«, ale dzi¦ki wiedzy o tym jakie wªasno±ci posiada
sie¢ internetowa mo»emy efektywniej projektowa¢ algorytmy dziaªaj¡ce w tej
sieci, np. algorytm wyszukiwania stron internetowych (ang. search engine).
Naturalne wi¦c jest, »e du»e �rmy takie jak Microsoft, AltaVista czy IBM
wª¡czaj¡ si¦ do bada« i powoduj¡ przyspieszenie tempa prac.
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Niezale»nie od bada« nad struktur¡ sieci internetowej, naukowcy
wprowadzaj¡ i badaj¡ modele grafów losowych posiadaj¡cych podobne
wªasno±ci jak graf internetowy [7, 8, 10, 19]. W niniejszej rozprawie proponuj¦
nowy model, graf proteuszowy. Zasadnicz¡ wªasno±ci¡ odró»niaj¡c¡ graf
proteuszowy od innych pojawiaj¡cych si¦ w literaturze modeli grafu
internetowego jest fakt, »e jego kraw¦dzie, odpowiadaj¡ce poª¡czeniom
w sieci, mog¡ pojawia¢ si¦, ale tak»e zanika¢. W przeciwie«stwie do niemal
wszystkich modeli grafu internetowego, graf proteuszowy mo»e by¢ niespójny;
podkre±lmy, »e graf internetowy, wbrew powszechnemu mniemaniu, równie»
skªada si¦ z wielu ró»nych skªadowych [13]. Inn¡ istotn¡ cech¡ grafu
proteuszowego jest to, »e przy wªa±ciwym doborze parametrów, model ten
pokrywa si¦ ze standardowym modelem grafu losowego G(n, p), czy, po
pewnych mody�kacjach, modelem sieci typu peer-to-peer � jest on zatem
uogólnieniem znanych w literaturze grafów losowych. Wprowadzony model
jest interesuj¡cy nie tylko jako model sieci internetowej, ale wydaje si¦
atrakcyjny równie» z teoretycznego punktu widzenia. Posiada on bowiem
bogat¡ struktur¦ zale»no±ci oraz, w przeciwie«stwie do innych modeli grafów
losowych, de�niuj¡cy go proces proteuszowy jest ªa«cuchem Markowa, który
znajduje si¦ w stanie stacjonarnym.

Pierwszy rozdziaª niniejszej pracy zawiera do±¢ swobodnie potraktowane
omówienie rzeczywistych sieci. Okazuje si¦, i» posiadaj¡ one pewne
wspólne wªasno±ci, które odró»niaj¡ je od innych tego rodzaju struktur.
Szczególnie du»o uwagi po±wi¦cam grafowi internetowemu i jego najbardziej
charakterystycznym cechom jak rozkªadowi stopni, spójno±ci czy ±rednicy.
W ko«cowej cz¦±ci rozdziaªu wprowadzam formaln¡ de�nicj¦ procesu
proteuszowego Pn(d, η) oraz grafu proteuszowego Pn(d, η).
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W drugim rozdziale badam podstawowe wªasno±ci grafu proteuszowego.
Pokazuj¦ m.in., »e Pn(d, η) (w przypadku, gdy η ∈ (0, 1)) posiada
podobn¡ struktur¦ do grafu o wierzchoªkach ze zbioru [n], w którym
dwa dowolne wierzchoªki i, j, 1 ≤ i < j ≤ n s¡ poª¡czone
kraw¦dzi¡ z prawdopodobie«stwem (1−η) d

n
( j
i
)η, niezale»nym dla ka»dej pary

wierzchoªków. Wykazuj¦ ponadto, »e rozkªad stopni w gra�e proteuszowym
Pn(d, η) jest rozkªadem pot¦gowym (pot¦ga zale»y od parametru η).
Wªasno±¢ ta pozwala traktowa¢ Pn(d, η) jako model sieci internetowej.

Pokazuj¦ równie», »e prawdopodobie«stwo, i» ustalony wierzchoªek jest
wierzchoªkiem izolowanym (podobnie jest w przypadku
oczekiwanego stopnia) zale»y od miejsca w gra�e, w którym si¦ on
znajduje. W �najgorszym� poªo»eniu znajduj¡ si¦ wierzchoªki w ±rodku
grafu proteuszowego. Dla nich prawdopodobie«stwo bycia wierzchoªkiem
izolowanym jest najwi¦ksze. Mo»emy wi¦c powiedzie¢, »e cz¦±¢ wierzchoªków
w gra�e proteuszowym prze»ywa �kryzys wieku ±redniego�.

W trzecim rozdziale zajmuj¦ si¦ spójno±ci¡ grafu proteuszowego
w przypadku, gdy η ∈ (0, 1) oraz η = 0. Okazuje si¦, »e struktura zale»no±ci
w omawianym gra�e wpªywa znacz¡co na próg spójno±ci. W rozdziale
tym badaniom poddano rozmiar najwi¦kszej skªadowej oraz jej ±rednic¦.
Korzystaj¡c m.in. z teorii procesów gaª¡zkowych pokazuj¦, »e ±rednica
najwi¦kszej skªadowej w gra�e proteuszowym wynosi Θ(log n).

W ko«cowej cz¦±ci rozdziaªu znajduj¦ rozkªad asymptotyczny �czasu
powrotu� do stanu spójno±ci grafu proteuszowego. Jest to przykªad wielko±ci
zwi¡zanej z procesem proteuszowym, dla której trudno byªoby znale¹¢
odpowiednik w innych modelach struktur losowych. Rozpatruj¦ bowiem
zachowanie grafu proteuszowego ponad progiem dla pewnej okre±lonej
wªasno±ci (w tym przypadku spójno±ci) i zastanawiam si¦ jak szybko graf
proteuszowy, który w trakcie procesu proteuszowego utraciª �typow¡� dla
siebie wªasno±¢, ponownie wªasno±¢ t¦ odzyska.
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W ostatnim rozdziale opisano wyniki przeprowadzonych symulacji.
Ze wzgl¦du na mo»liwo±¢ modelowania sieci internetowej, skupiªem si¦ na
dwóch szczególnych warto±ciach parametru η (ηout = 0,59 i ηin = 0,91) oraz
w przypadku, gdy ±redni stopie« w gra�e proteuszowym nie jest zbyt du»y
(d = 10).
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1 De�nicje

1.1 Maªy wielki ±wiat

Chc¡c odpocz¡¢ od codzienno±ci wybieramy si¦ w dalekie podró»e do
odlegªych zak¡tków kraju czy ±wiata. Mamy nadziej¦, »e b¦dziemy si¦ tam
czuli anonimowo i beztrosko sp¦dzimy wolny czas. Ogromne zdziwienie nas
ogarnia, gdy spotykamy tam kolegów z pracy, rodzin¦ czy znajomych. My±l¦,
»e ka»demu z nas cho¢ raz przytra�ªa si¦ taka sytuacja. Najcz¦±ciej padaj¡
wtedy sªowa: �Jaki ten ±wiat jest maªy!�.

Istotnie, jak szacuje The United Nations Department of Economic and
Social A�airs, w dniu 12 wrze±nia 1999 roku liczba mieszka«ców naszej
planety przekroczyªa sze±¢ miliardów, niemniej jednak je»eli spojrzymy na
sie¢ wzajemnych powi¡za« ludzkich (ang. social network) odlegªo±¢ mi¦dzy
osobami znajduj¡cymi si¦ w tej sieci jest zaskakuj¡co maªa [18, 27].

Pierwsz¡ osob¡ badaj¡c¡ sie¢ wzajemnych powi¡za« ludzkich byª
Stanley Milgram z Harvard University [23], który w latach sze±¢dziesi¡tych
przeprowadziª prosty, aczkolwiek bardzo ciekawy, eksperyment. Sporz¡dziª
on listy i zaadresowaª je do znajomych maklerów gieªdowych mieszkaj¡cych
na terenie Bostonu (stan Massachusetts). Listy te wysªaª do losowo
wybranych osób w stanie Nebraska z pro±b¡ o ich dostarczenie. Listów
nie nale»aªo jednak wysyªa¢ bezpo±rednio do adresatów, mo»na je byªo
przekazywa¢ wyª¡cznie osobom, które dobrze znamy. Osoby bior¡ce udziaª
w do±wiadczeniu, nie znaj¡ce adresatów musiaªy podj¡¢ decyzj¦ do kogo
przesªa¢ list, aby �zbli»y¢� si¦ do celu. Zazwyczaj wybieraªy one rodzin¦ b¡d¹
znajomych mieszkaj¡cych w stanie Massachusetts (albo w samym Bostonie)
lub kogo± z bran»y �nansowej, maj¡c nadziej¦, i» osoba ta zna adresata.
Okazaªo si¦, »e znacz¡ca liczba listów przygotowanych przez Milgrama
dotarªa pod wskazany adres. Co wi¦cej, ±rednio wystarczyªo tylko sze±¢
przesªa« listu by list z Nebraski dotarª do adresata w Bostonie. Milgram
przypuszczaª, »e podobnego wyniku mo»na by si¦ spodziewa¢, gdyby chciano
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skontaktowa¢ ze sob¡ dwie wybrane osoby przebywaj¡ce w dowolnym miejscu
na ±wiecie. �rednia odlegªo±¢ w tym przypadku b¦dzie zapewne nieco wi¦ksza
ni» sze±¢, niemniej liczba ta zakorzeniªa si¦ na tyle mocno, »e do dzisiaj termin
�six degrees of separation� [28], oznacza, »e dowolne dwie osoby z danej grupy
s¡ �poª¡czone ze sob¡� wzgl¦dnie krótkim ªa«cuchem, w którym s¡siaduj¡ce
osoby s¡ w pewnym sensie �blisko siebie�.

Wªasno±¢ t¦ ma równie» wiele innych, w miar¦ naturalnie zde�niowanych
sieci. W sieci aktorów, w której dwie osoby s¡siaduj¡ ze sob¡, gdy zagraªy
w tym samym �lmie [26], ka»da para aktorów (hollywoodzkich!) jest
poª¡czona ªa«cuchem o dªugo±ci nie wi¦kszej ni» osiem. Podobne badania
przeprowadzono dla sieci wspóªpracuj¡cych ze sob¡ naukowców [16] oraz
graczy futbolowych [25]. Kolejn¡, bardzo wa»n¡ i cz¦sto badan¡, tego rodzaju
sieci¡ jest sie¢ internetowa, której po±wi¦cono osobny rozdziaª 1.2.

Omawiane sieci posiadaj¡ stosunkowo maªy ±redni stopie«, który, jak si¦
wydaje, nie ro±nie wraz z rozmiarem sieci. Prostym modelem speªniaj¡cym
ten wymóg, jest du»a skªadowa grafu losowego G(n, p), dla np = d > 1, której
±rednica jest rz¦du log n (a zatem jest maªa nawet dla du»ych grafów).

We wspomnianych sieciach zauwa»a si¦ równie» tendencj¦ do grupowania
si¦ elementów w nich wyst¦puj¡cych. Przyjaciele naszych przyjacióª s¡ cz¦sto
i naszymi przyjacióªmi, naukowcy z którymi wspóªpracujemy niejednokrotnie
wspóªpracuj¡ równie» mi¦dzy sob¡. Podobnie jest w sieci aktorów czy graczy
futbolowych. Wªasno±¢ t¦ mierzymy de�niuj¡c wspóªczynnik skupienia
(ang. clustering coe�cient).
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De�nicja 1. Niech G b¦dzie dowolnym grafem. Dla dowolnego wierzchoªka
v ∈ V (G) przez Γv oznaczmy graf jego s¡siadów

V (Γv) = {x ∈ V (G) : {v, x} ∈ E(G)} ,
E(Γv) = {{x, y} ∈ E(G) : x, y ∈ V (Γv)} .

Wspóªczynnik skupienia Cv wierzchoªka v ∈ V (G) de�niujemy jako

Cv =
|E(Γv)|(
deg(v)

2

) ,

a przez CG b¦dziemy oznacza¢ wspóªczynnik skupienia dla grafu G b¦d¡cy
±rednim wspóªczynnikiem skupienia w tym gra�e.

CG =

∑
v∈V (G)C

v

|V (G)|

Zauwa»my, »e dla dowolnego grafu G wspóªczynnik skupienia CG ∈ [0, 1],
przy czym dla grafu pustego mamy CG = 0, gdy G jest grafem peªnym,
wtedy CG = 1. Dla grafu losowego G(n, p), w którym kraw¦dzie pojawiaj¡
si¦ niezale»nie od pozostaªych z prawdopodobie«stwem p = d/n, warto±¢
oczekiwana CG wynosi p = d/n i d¡»y do zera gdy n→∞.

Warto±ci wspóªczynników skupienia dla ró»nych sieci obliczone przez
Watts'a i Strogatz'a [29] przedstawiaj¡ si¦ nast¦puj¡co:

rodzaj sieci n d C Clos

sie¢ aktorów 225 226 3,65 0,79 0,00027
ukªad nerwowy d»d»ownicy 282 2,65 0,28 0,05
sie¢ elektryczna w USA 4 941 18,7 0,08 0,0005

W powy»szej tabeli n oznacza liczb¦ elementów znajduj¡cych si¦ w sieci,
d ±redni stopie« sieci, a C to wspóªczynnik skupienia. W ostatniej kolumnie
umieszczono, dla porównania, wspóªczynnik skupienia Clos, który wyst¡piªby
w gra�e losowym maj¡cym identyczn¡ liczb¦ wierzchoªków oraz ±redni
stopie«. Powy»sze wyniki sugeruj¡, »e graf losowy (pomimo, »e jego ±rednica
jest wzgl¦dnie maªa) nie jest idealnym modelem dla rzeczywistych sieci,
których wspóªczynnik skupienia jest znacz¡co wi¦kszy ni» O(n−1).
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Obecnie du»o uwagi po±wi¦ca si¦ badaniom istniej¡cych sieci (grafów)
typu ` `small world�. Chocia» trudno jest poda¢ ich formaln¡ de�nicj¦,
wi¦kszo±¢ grafów okre±lanych t¡ nazw¡ posiada trzy nast¦puj¡ce wªasno±ci:

• staªy (tzn. niezale»ny od liczby wierzchoªków n) ±redni stopie« grafu,

• ±rednia odlegªo±¢ pomi¦dzy wierzchoªkami jest rz¦du co najwy»ej log n

δ̄G = O(log n) ,

• wspóªczynnik skupienia jest znacz¡co wi¦kszy ni» w gra�e losowym

CG � n−1 .

1.2 Graf internetowy i jego wªasno±ci
Szczególnym rodzajem sieci typu �small world� jest sie¢ internetowa, lub
inaczej graf internetowy. Jest to graf skierowany G, którego wierzchoªki
V (G) odpowiadaj¡ stronom internetowym, natomiast ªuki A(G) odpowiadaj¡
odsyªaczom pomi¦dzy tymi stronami. �uk (x, y) ∈ A(G) wtedy i tylko wtedy,
gdy na stronie odpowiadaj¡cej wierzchoªkowi x ∈ V (G) znajduje si¦ odsyªacz
do strony odpowiadaj¡cej wierzchoªkowi y ∈ V (G).

Graf internetowy jest jednym z najintensywniej badanych obiektów
wspóªczesnej informatyki. Ka»dego miesi¡ca pojawiaj¡ si¦ dziesi¡tki
artykuªów na ten temat, istnieje nawet niezale»ne czasopismo po±wi¦cone
wªasno±ciom grafu internetowego i ró»nym jego modelom. Poni»szy opis grafu
internetowego oparty zostaª na artykule [13], którego autorzy badali struktur¦
sieci internetowej z 1999 roku (skªadaj¡c¡ si¦ podówczas z okoªo 200 mln stron
WWW oraz 1,5 mld odsyªaczy).
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Rozkªad stopni

Najwa»niejsz¡ wªasno±ci¡ grafu internetowego jest rozkªad stopni. To wªa±nie
on wyró»nia go spo±ród innych naturalnych przykªadów grafów. Okazuje
si¦, »e rozkªad ten jest rozkªadem pot¦gowym. Powy»sza wªasno±¢ zachodzi
zarówno dla stopni wej±ciowych jak i wyj±ciowych (wykªadniki pot¦gi ró»ni¡
si¦ dla obu tych przypadków).

P (degIN(v) = k) ∼ k−2,1 dla ka»dego v ∈ V (G)

P (degOUT (v) = k) ∼ k−2,72 dla ka»dego v ∈ V (G)

Niemal identyczne wyniki otrzymano analizuj¡c dane pochodz¡ce z maja
1999 roku jak i z wrze±nia tego» samego roku. Co wi¦cej, podobne wykªadniki
dla rozkªadu stopni wierzchoªków otrzymaª wcze±niej Kumar et. al. [20]
badaj¡c pi¦ciokrotnie mniejsz¡ sie¢ pochodz¡c¡ z 1997 roku. Mo»na zatem
przypuszcza¢, i» pomimo szybkiego rozwoju sieci internetowej rozkªad
stopni pozostaje niezmienny i w pewien sposób powi¡zany z mechanizmem
tworzenia omawianej sieci, cho¢ zwi¡zek ten do dzisiaj pozostaje do±¢
niejasny.
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Sªaba spójna skªadowa

Najwi¦ksza sªaba spójna skªadowa w gra�e internetowym skªada si¦
z 186 mln wierzchoªków, co stanowi 91% wszystkich wierzchoªków. Mogªoby
si¦ wydawa¢, i» du»y rozmiar najwi¦kszej skªadowej jest wynikiem istnienia
wierzchoªków o du»ym stopniu wej±ciowym. Tak jednak nie jest. Nawet
je»eli usuniemy wszystkie wierzchoªki o stopniu wej±ciowym wi¦kszym lub
równym 5, graf nadal b¦dzie zawieraª sªab¡ spójn¡ skªadow¡ zawieraj¡c¡
59 mln wierzchoªków. Wªasno±¢ ta jest niezwykle wa»na dla projektowania
i analizy algorytmów dziaªaj¡cych na tego typu strukturach. Poni»sza tabela
pokazuje rozmiar najwi¦kszej sªabej spójnej skªadowej (w mln) po usuni¦ciu
wierzchoªków o stopniu wi¦kszym lub równym k.

k 1000 100 10 5 4 3
rozmiar skªadowej (w mln) 177 167 105 59 41 15
rozmiar skªadowej (w %) 87 82 52 29 20 7

Silnie spójna skªadowa

Najwi¦ksza silnie spójna skªadowa w gra�e internetowym skªada si¦ z 56 mln
wierzchoªków, co stanowi 28% wszystkich wierzchoªków. Je»eli zestawimy t¦
warto±¢ z rozmiarem sªabej spójnej skªadowej mo»emy zada¢ pytanie: gdzie
jest reszta wierzchoªków? Dokªadniejsza analiza grafu internetowego ukazuje
nam jego charakterystyczn¡ struktur¦, okre±lan¡ potocznie w literaturze jako
�muszka� (ang. �bow�tie�).
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Wierzchoªki w gra�e internetowym mo»emy podzieli¢ na pi¦¢ klas:

- SCC � wierzchoªki znajduj¡ce si¦ w najwi¦kszej silnie spójnej skªadowej,

- OUT � wierzchoªki nie b¦d¡ce w SCC, do których mo»na doj±¢ z dowolnego
wierzchoªka znajduj¡cego si¦ w SCC,

- IN � wierzchoªki nie b¦d¡ce w SCC, z których mo»na doj±¢ do dowolnego
wierzchoªka znajduj¡cego si¦ w SCC (a zatem i do dowolnego
wierzchoªka znajduj¡cego si¦ w OUT),
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- TENDRILS � wierzchoªki b¦d¡ce w najwi¦kszej sªabej spójnej skªadowej,
ale nie b¦d¡ce w »adnym ze zbiorów SCC, OUT, IN; mog¡ to
by¢ przykªadowo wierzchoªki do których mo»na doj±¢ z wierzchoªka
znajduj¡cego si¦ w IN, b¡d¹ wierzchoªki z których mo»na doj±¢ do
wierzchoªka znajduj¡cego si¦ w OUT, b¡d¹ wierzchoªki, które le»¡ na
±cie»ce od wierzchoªka w IN do wierzchoªka w OUT (TUBES),

- DISCONNECTED � wierzchoªki poza najwi¦ksz¡ sªab¡ spójn¡
skªadow¡.

Oto rozmiary poszczególnych klas:

klasa rozmiar rozmiar (w %)
SCC 56 463 993 27,7
IN 43 343 168 21,3

OUT 43 166 185 21,2
TENDRILS 43 797 944 21,5

DISCONNECTED 16 777 756 8,2
W sumie 203 549 046 100,0

�rednica i ±rednia odlegªo±¢

Ze wzgl¦du na wielko±¢ grafu internetowego i zªo»ono±¢ problemu nie
obliczono dokªadnej warto±ci jego ±rednicy. Wielokrotne przeszukiwanie grafu
wszerz (startuj¡c z losowo wybranego wierzchoªka), doprowadziªo jednak do
kilku oszacowa«.

�rednica SCC wynosi co najmniej 28, natomiast maksymalna dªugo±¢
najkrótszej sko«czonej ±cie»ki ª¡cz¡cej dowolne dwa wierzchoªki wynosi
co najmniej 503 lecz nie wi¦cej ni» 905.
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�rednia odlegªo±¢ pomi¦dzy losow¡ par¡ wierzchoªków wynosi 16,12.
Natomiast w wersji nieskierowanej (strzaªki zamieniamy na kraw¦dzie)
±rednia odlegªo±¢ wynosi 6,83. Analiza struktury tego grafu skªoniªa Alberta
et. al. [2], do przypuszczenia, »e ±rednia odlegªo±¢ wierzchoªków w gra�e
internetowym ro±nie z grubsza jak δ̄G = 0, 35+2, 06 log10 n, gdzie n jest liczb¡
wierzchoªków (stron WWW) tego grafu. Dla n = 2 ·108 (rozmiar rzeczywistej
sieci w 1999 roku) δ̄G ≈ 17, 45.

1.3 Modele grafu internetowego
Niezale»nie od bada« nad struktur¡ sieci internetowej, w ostatnich latach
opublikowano ponad sto artykuªów po±wi¦conych modelom grafów losowych
maj¡cych wªasno±ci podobne do grafu internetowego. W wi¦kszo±ci tych
modeli, interesuj¡cy nas graf jest stanem pewnego ªa«cucha Markowa
{Gt}∞t=0 = {(Vt, Et)}∞t=0, gdzie w t-tym kroku do grafu Gt dodajemy
jeden wierzchoªek ª¡cz¡c go kraw¦dziami z pozostaªymi wierzchoªkami
zgodnie z pewn¡, przyj¦t¡ wcze±niej przez autorów modelu, reguª¡ [8, 19].
Niektóre z modeli dopuszczaj¡ równie» generowanie kraw¦dzi pomi¦dzy
ju» istniej¡cymi wierzchoªkami w gra�e [7, 10]. Zwró¢my uwag¦, i»
modele zde�niowane w powy»szy sposób zawsze generuj¡ graf spójny. Nie
odzwierciedlaj¡ zatem zbyt wiernie wªa±ciwo±ci sieci internetowej, która, jak
pokazuj¡ badania, posiada wiele spójnych skªadowych.

Wprowadzony i badany w niniejszej pracy graf proteuszowy dopuszcza
istnienie wielu skªadowych. Jego zasadnicz¡ cech¡, jest to, »e w procesie
proteuszowym, w trakcie którego generujemy graf proteuszowy, dopuszczamy
zarówno dodawanie jak i usuwanie kraw¦dzi. Prócz tego, w odró»nieniu od
innych modeli grafu internetowego, podobnie jak w standardowym modelu
grafu losowego G(n, p), w czasie procesu proteuszowego liczba wierzchoªków
pozostaje staªa; co wi¦cej, proces ten pozostaje w stanie stacjonarnym co
pozwala bada¢ takie jego wªasno±ci jak czas powrotu (ang. recovery time),
czyli czas, w którym graf ponownie b¦dzie posiadaª typow¡ wªasno±¢, któr¡
utraciª w trakcie procesu.

14



1.4 De�nicja grafu proteuszowego
W niniejszym rozdziale wprowadzimy poj¦cie grafu i procesu proteuszowego.
Zanim jednak przedstawimy formaln¡ de�nicj¦, chcieliby±my omówi¢ krótko
ide¦, która jest prosta i intuicyjna. Rozwa»my dowolny graf G skªadaj¡cy
si¦ z n wierzchoªków. W ka»dym kroku procesu wybieramy losowo jeden
wierzchoªek i usuwamy go z grafu G wraz z incydentnymi z nim kraw¦dziami
(odpowiada to sytuacji, w której losowa strona WWW zostaje usuni¦ta
z sieci internetowej). Nast¦pnie dodajemy nowy wierzchoªek oraz ª¡czymy
go z pozostaªymi wierzchoªkami w gra�e zgodnie z ustalonym rozkªadem
X = Xn−1 (w internecie pojawia si¦ nowa strona, a na niej odsyªacze do
innych stron). Istotny jest fakt, i» dopuszczamy w tym miejscu, aby rozkªad
Xn−1 zale»aª od �wieku� wierzchoªków pozostaj¡cych w gra�e (wydaje si¦ to
naturalne, »e na nowopowstaªych stronach cz¦±ciej umieszczane s¡ odsyªacze
do starszych, znanych ju» dobrze stron internetowych).

Przejd¹my teraz do formalnej de�nicji. Niech Xn−1 = (X1, . . . , Xn−1)

b¦dzie (n�1)-wymiarow¡, nieujemn¡, caªkowitoliczbow¡ zmienn¡ losow¡,
G b¦dzie dowolnym grafem o zbiorze wierzchoªków V (G) = [n] =

{1, 2, . . . , n}, a σ b¦dzie dowoln¡ permutacj¡ zbioru [n]. Rozwa»my
nast¦puj¡cy jednorodny ªa«cuch Markowa {(G̃k, σ̃k, Ak)}∞k=0, w którym
stanami s¡ trójki (G̃k, σ̃k, Ak), gdzie G̃k jest grafem o wierzchoªkach ze zbioru
[n], σ̃k : [n] → [n] jest permutacj¡ zbioru [n], oraz Ak ⊆ [n]. Stanem
pocz¡tkowym procesu jest (G̃0, σ̃0, A0) = (G, σ, ∅). W k-tym kroku procesu
wybieramy losowo wierzchoªek i ∈ [n], a σ̃k otrzymujemy przez przeniesienie
wierzchoªka i na koniec permutacji σ̃k−1, tzn. dla k > 0

σ̃k(j) =





σ̃k−1(j) dla σ̃k−1(j) < σ̃k−1(i)

σ̃k−1(j)− 1 dla σ̃k−1(j) > σ̃k−1(i)

n dla j = i .

15



Nast¦pnie tworzymy graf G̃k z grafu G̃k−1 poprzez usuni¦cie wszystkich
kraw¦dzi incydentnych z wierzchoªkiem i oraz wygenerowanie losowo nowych
kraw¦dzi zgodnie z rozkªadem Xn−1. Mówi¡c ±ci±lej, je±li przez di(σ̃−1

k (`)),
` = 1, 2, . . . , n − 1, oznaczymy liczb¦ kraw¦dzi ª¡cz¡cych wierzchoªek i

z wierzchoªkiem σ̃−1
k (`), to wektor losowy
(
di(σ̃−1

k (1)), di(σ̃−1
k (2)), . . . , di(σ̃−1

k (n− 1))
)

odpowiadaj¡cy nowo wybranym kraw¦dziom ma mie¢ rozkªad Xn−1.
Przyjmujemy równie» Ak = Ak−1 ∪ {i}.

Innymi sªowy, aby otrzyma¢ G̃k usuwamy z grafu G̃k−1 losowy wierzchoªek
(wraz z jego kraw¦dziami), przenumerowujemy odpowiednio pozostaªe
wierzchoªki, dodajemy nowy wierzchoªek n oraz ª¡czymy go z innymi
wierzchoªkami zgodnie z rozkªadem Xn−1. Przez Ak oznaczamy zbiór
wszystkich wierzchoªków, które zostaªy wybrane do tej pory.

Zde�niujmy
L = min

{
k : Ak = [n]

}
,

tak by po L krokach, ka»dy z wierzchoªków grafu G0 zostaª wybrany
(i przenumerowany) przynajmniej raz. Proces proteuszowy P(Xn−1) jest
zde�niowany jako ªa«cuch Markowa {(Gi, σi)}∞i=0, w którym stanami s¡ pary
(Gi, σi), gdzie Gi = G̃i+L oraz σi = σ̃i+L. Zauwa»my, »e zde�niowany
ªa«cuch P(Xn−1) = {(Gi, σi)}∞i=0 jest ªa«cuchem nieprzywiedlnym (wszystkie
stany s¡ istotne i komunikuj¡ce si¦) oraz ergodycznym (wszystkie stany
s¡ powracaj¡ce, niezerowe i nieokresowe). �a«cuch ten znajduje si¦
w stanie stacjonarnym, czyli rozkªad zdeterminowany przez Gi na zbiorze
wszystkich grafów o wierzchoªkach ze zbioru [n] = {1, 2, . . . , n} jest
identyczny dla wszystkich i ≥ 0. Zauwa»my równie», »e rozkªad ten
nie zale»y od wyboru pocz¡tkowego grafu G oraz permutacji σ. Graf
proteuszowy P(Xn−1) jest grafem losowym zde�niowanym poprzez ten
rozkªad. W celu uproszczenia rozwa»a«, w dalszej cz¦±ci pracy zaªo»ymy,
»e �wiek� wierzchoªków w gra�e proteuszowym odpowiada ich etykietom.
Wierzchoªek �najstarszy� (wierzchoªek, który najdªu»ej nie byª wybierany)
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to wierzchoªek posiadaj¡cy numer 1, za± �najmªodszy� (wierzchoªek, który
zostaª wybrany w bie»¡cym kroku) to wierzchoªek n. Zatem graf proteuszowy
P(Xn−1) b¦dziemy uto»samia¢ z GL̃, gdzie

L̃ = min
{
i : σi jest identyczno±ci¡

}
.

Rzecz jasna, struktura grafu proteuszowego P(Xn−1) zale»y od rozkªadu
zmiennej losowej Xn−1. Je»eli, na przykªad, Xn−1 posiada rozkªad
dwumianowy B(n−1, p), to P(Xn−1) pokrywa si¦ ze standardowym modelem
grafu losowego G(n, p). Innym prostym rozkªadem jest rozkªad, w którym
wybrany w trakcie procesu wierzchoªek ª¡czy si¦ z d losowo wybranymi
wierzchoªkami. W tym przypadku, otrzymany model jest podobny do
wprowadzonego przez Pandurangana et. al. [24] modelu sieci typu peer-to-
peer [9], w którym nowo dodany wierzchoªek ª¡czy si¦ ze staª¡, ustalon¡ liczb¡
wierzchoªków ze zbioru mo»liwych kandydatów. Aby otrzyma¢ sie¢ typu
P2P nale»y, jak to zrobiono we wspomnianej pracy, wprowadzi¢ dodatkowe
kraw¦dzie, aby uczyni¢ graf proteuszowy spójnym. Wprowadzony model jest
zatem uogólnieniem wcze±niejszych modeli, pozwalaj¡cym jak si¦ wkrótce
przekonamy, przy wªa±ciwym doborze zmiennej losowej Xn−1, modelowa¢
równie» rzeczywist¡ sie¢ internetow¡.

W niniejszej rozprawie rozwa»amy wyª¡cznie specjalny rodzaj grafu
proteuszowego o n wierzchoªkach, gdzie w ka»dym kroku procesu
�nowy� wierzchoªek wybiera niezale»nie d s¡siadów spo±ród pozostaªych
wierzchoªków, a prawdopodobie«stwo wyboru ustalonego wierzchoªka jest
proporcjonalne do jego �wieku� podniesionego do pot¦gi η. Mówi¡c
dokªadniej, dla 1 ≤ s ≤ n− 1 niech

δs = (0, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) (jedynka na s-tym miejscu) ,

n, d ∈ N, η ≥ 0, Xη
n−1 oznacza nieujemn¡ caªkowitoliczbow¡ zmienn¡ losow¡

zde�niowan¡ poprzez nast¦puj¡cy rozkªad

P(Xη
n−1 = δs) = s−η/

n−1∑
i=1

i−η.
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Przez Xη
n−1(i), i = 1, 2, . . . , d oznaczmy niezale»ne kopie Xη

n−1, a

Xη,d
n−1 =

d∑
i=1

Xη
n−1(i) .

W pracy b¦dziemy bada¢ wªasno±ci grafu proteuszowego P(Xη,d
n−1)

oznaczanego przez Pn(d, η) i procesu proteuszowego P(Xη,d
n−1), który

b¦dziemy zapisywali jako Pn(d, η).
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2 Stopnie wierzchoªków grafu proteuszowego

2.1 Prawdopodobie«stwo istnienia kraw¦dzi
W niniejszym rozdziale obliczymy prawdopodobie«stwo p(d,η,n)(j, i)

wyst¦powania kraw¦dzi pomi¦dzy wierzchoªkami i oraz j (i < j) w gra�e
proteuszowym Pn(d, η) pokazuj¡c, »e kraw¦dzie w gra�e proteuszowym
pojawiaj¡ si¦ �niemal niezale»nie� (Twierdzenie 5).

Zgodnie z de�nicj¡, wybrany w trakcie procesu proteuszowego wierzchoªek
za ka»dym razem usuwa wszystkie kraw¦dzie z nim poª¡czone. Zatem
jedynie ostatni wybór ustalonego wierzchoªka wpªywa na ostateczny ksztaªt
grafu proteuszowego. Wierzchoªek, w momencie, kiedy po raz ostatni zostaª
wybrany, przesuwamy na koniec permutacji i ª¡czymy z d losowo wybranymi
wierzchoªkami. Jednak nie wszystkie utworzone w ten sposób kraw¦dzie
�przetrwaj¡� do zako«czenia procesu. W gra�e proteuszowym znajd¡ si¦
tylko te z kraw¦dzi, które s¡ poª¡czone z wierzchoªkami, które do zako«czenia
procesu nie zostan¡ ponownie wybrane. Ze wzgl¦du na czytelniejsz¡ notacj¦
zatrzymujemy proces proteuszowy w momencie, gdy wierzchoªki posortowane
s¡ wedªug czasów ostatniego wyboru (numer wierzchoªka pokrywa si¦ z jego
�wiekiem�; wierzchoªek o numerze 1 to wierzchoªek �najstarszy�, natomiast
wierzchoªek o numerze n jest �najmªodszy�).

Niech P̃n(d, η) b¦dzie grafem skierowanym o n wierzchoªkach
pojawiaj¡cym si¦ w trakcie procesu proteuszowego. Wierzchoªek j w tym
gra�e jest poª¡czony z wierzchoªkiem i wtedy i tylko wtedy, gdy w momencie
kiedy wierzchoªek j byª po raz ostatni wybrany (w trakcie procesu
proteuszowego) poª¡czyª si¦ z wierzchoªkiem i. Maj¡c graf P̃n(d, η) mo»emy
ªatwo utworzy¢ graf proteuszowy Pn(d, η), umieszczaj¡c kraw¦d¹ {j, i}
w gra�e Pn(d, η) wtedy, gdy ªuk (j, i) pojawia si¦ w gra�e P̃n(d, η) oraz
j > i. Zasad¦ t¦ ilustruje rysunek, na którym umie±cili±my jedn¡ z realizacji
grafu losowego P̃5(2, η), oraz otrzymany na jej podstawie graf proteuszowy
P5(2, η). �uki, które �nie przetrwaªy� do zako«czenia procesu proteuszowego
zaznaczono lini¡ przerywan¡.
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P̃5(2, η) P5(2, η)

Przykªadowo wierzchoªek 3, w momencie kiedy byª po raz ostatni wybrany,
poª¡czyª si¦ z wierzchoªkami 2 oraz 4. Niestety kraw¦d¹ pomi¦dzy
wierzchoªkami 3 i 4 nie b¦dzie wyst¦powaªa w gra�e proteuszowym P5(2, η),
poniewa» w kolejnych krokach procesu wybrano wierzchoªek 4 i usuni¦to
wszystkie kraw¦dzie z nim poª¡czone.

Z powy»szych rozwa»a« wynika, »e prawdopodobie«stwo istnienia
kraw¦dzi pomi¦dzy dowolnym wierzchoªkiem j a wierzchoªkiem i (j > i)
zale»y od poªo»enia (w permutacji) wierzchoªka i w momencie, gdy po raz
ostatni zostaª wybrany wierzchoªek j. Poªo»enie to jest zmienn¡ losow¡,
której rozkªad opisuje poni»sze twierdzenie.

Twierdzenie 2. Niech 1 ≤ i < j ≤ n. Rozwa»my proces proteuszowy
{(Gi, σi)}∞i=0 i niech (Ĝj, σ̂j) oznacza stan, w którym po raz ostatni
(do momentu wygenerowania grafu proteuszowego) wybrano wierzchoªek j,
1 ≤ j ≤ n. Niech Un(j, i) = σ̂j(i), dla 1 ≤ i < j.

Wtedy dla ka»dego k, i ≤ k ≤ n− j + i,

P(Un(j, i) = k) =

(
k−1
i−1

)(
n−k−1
j−i−1

)
(
n−1
j−1

) ,
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oraz
E(Un(j, i)) =

in

j
.

Co wi¦cej, zmienna losowa Un(j, i) jest silnie skoncentrowana wokóª swojej
warto±ci oczekiwanej. Dla log3 n < i < j ≤ n zachodzi bowiem nast¦puj¡ca
nierówno±¢

P(|Un(j, i)− E(Un(j, i))| ≥ 1√
log n

E(Un(j, i))) = o(exp(− log7/4 n)) .

Zanim udowodnimy powy»sze twierdzenie przedstawimy pomocniczy
lemat, mówi¡cy o rozkªadzie wyst¦puj¡cej w twierdzeniu permutacji σ̂j.

Lemat 3. Oznaczmy przez σ̄jn losow¡ permutacj¦ zbioru [n] otrzyman¡
z jednostajnej losowej permutacji przez naªo»enie warunku, »e elementy
1, . . . , j wyst¦puj¡ w tej permutacji we wªa±ciwym porz¡dku oraz, »e σ̄jn(j) =

n.
σ̄jn(1) < σ̄jn(2) < · · · < σ̄jn(j) = n

Wtedy permutacja σ̂j mo»e by¢ identy�kowana z losow¡ permutacj¡ σ̄jn.

Dowód. Niech ã = {ai}0
i=−∞ oznacza losowy ci¡g liczb caªkowitych ze zbioru

[n], gdzie dla dowolnego i ≤ 0 oraz 1 ≤ r ≤ n,

P(ai = r) = 1/n .

Dla dowolnego i ∈ [n] oraz t ≤ 0 zde�niujmy T (t, i) w nast¦puj¡cy sposób

T (t, i) = max{j ≤ t : aj = i}

(je»eli i nie wyst¦puje w niesko«czonym ci¡gu {ai}ti=−∞, co zachodzi
z prawdopodobie«stwem równym 0, T (t, i) = −∞). Niech teraz â = {ai}0

i=−∞
b¦dzie losowym ci¡giem otrzymanym z ã poprzez naªo»enie warunku

−∞ < T (0, 1) < T (0, 2) < · · · < T (0, n) = 0 .

Zauwa»my, »e ci¡g â mo»na interpretowa¢ jako ci¡g wierzchoªków
wybieranych w czasie trwania procesu proteuszowego, w którym a0 to
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numer ostatniego wybranego wierzchoªka (w tym kroku wygenerowano graf
proteuszowy), a−i to numer wierzchoªka wybranego i kroków wcze±niej,
a T (t, i) oznacza czas ostatniego wyboru wierzchoªka i do momentu t.

Z de�nicji T wynika, »e T (T (0, j), i)− T (0, j) jest czasem, który upªyn¡ª
od ostatniego wyboru wierzchoªka i do momentu, w którym po raz ostatni
wybrano wierzchoªek j. A wi¦c σ̂j(i) = k wtedy i tylko wtedy, gdy k-ty
najmniejszy element w ci¡gu

T (T (0, j), 1), T (T (0, j), 2), . . . , T (T (0, j), n),

wynosi T (T (0, j), i). Wprost z de�nicji wynika, »e T (T (0, j), j) = T (0, j)

jest najwi¦kszym elementem w ci¡gu, co oznacza, »e σ̂j(j) = n. Co wi¦cej,
dla dowolnego i < j mamy T (0, i) < T (0, j), czyli T (T (0, j), i) = T (0, i).
Poniewa» dla 1 ≤ k < l ≤ j zachodzi T (0, k) < T (0, l) otrzymujemy, »e

T (T (0, j), 1) < T (T (0, j), 2) < · · · < T (T (0, j), j) .

Ostatecznie
σ̂j(1) < σ̂j(2) < · · · < σ̂j(j) = n ,

a wi¦c permutacja σ̂j mo»e by¢ identy�kowana z losow¡ permutacj¡ σ̄jn.

Powy»szy lemat b¦dzie pomocny w dowodzie Twierdzenia 2.

Dowód Twierdzenia 2. Niech 1 ≤ i < j ≤ n, a Un(j, i) b¦dzie zmienn¡ losow¡
zde�niowan¡ w zaªo»eniu twierdzenia.

W dowodzie Lematu 3 pokazali±my, »e permutacj¦ σ̂j mo»emy uto»samia¢
z losow¡ permutacj¡ σ̄jn, co mi¦dzy innymi oznacza, »e wierzchoªki
{1, 2, . . . , j−1} w permutacji σ̂j wyst¦puj¡ w tej samej kolejno±ci (nie musz¡
znajdowa¢ si¦ na tych samych miejscach). Oznacza to, »e zmienna losowa
Un(j, i) mo»e przyjmowa¢ warto±ci wyª¡cznie z przedziaªu [i, n − j + i]. Na
rysunku poni»ej przedstawiono kilka przykªadowych sytuacji, obrazuj¡cych
zachowanie si¦ zmiennej losowej Un(j, i).
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Wierzchoªki {1, 2, . . . , j} s¡ zaznaczone jako kwadraty. Wierzchoªki i oraz
j wyró»nione zostaªy innym kolorem. Prawdopodobie«stwo istnienia
kraw¦dzi pomi¦dzy wierzchoªkiem j a wierzchoªkiem i (pierwszy rysunek
od lewej) zale»y od poªo»enia w permutacji σ̂j wierzchoªka i (drugi
rysunek), a wi¦c od rozkªadu zmiennej Un(j, i). Zmienna losowa osi¡ga
swoje maksimum dla Un(j, i) = n − j + i (trzeci rysunek) oraz minimum
w przypadku, gdy Un(j, i) = i (czwarty rysunek).

Policzmy teraz prawdopodobie«stwo, »e zmienna losowa Un(j, i) jest
równa k. Istnieje

(
n−1
j−1

)
(n − j)! sposobów ustawienia n elementów tak

by wierzchoªek j znalazª si¦ na ko«cu permutacji, a j − 1 ustalonych
elementów (czarne kwadraty) wyst¡piªo w ustalonym porz¡dku. Natomiast
na
(
k−1
i−1

)(
n−k−1
j−i−1

)
(n−j)! sposobów mo»na ustawi¢ te wierzchoªki, tak by na k-

tej pozycji znajdowaª si¦ wierzchoªek i. Zatem szukane prawdopodobie«stwo
wynosi

P(Un(j, i) = k) =

(
k−1
i−1

)(
n−k−1
j−i−1

)
(
n−1
j−1

) .
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Dokonuj¡c prostych przeksztaªce« otrzymujemy

E(Un(j, i)) =

n−j+i∑

k=i

k · P(Un(j, i) = k)

=

n−j+i∑

k=i

k

(
k−1
i−1

)(
n−k−1
j−i−1

)
(
n−1
j−1

)

=
in

j

n−j+i∑

k=i

(
k
i

)(
n−k−1
j−i−1

)
(
n
j

) .

Rozumuj¡c podobnie jak poprzednio, mo»na pokaza¢, »e ustawiaj¡c losowo n
elementów, gdzie j z nich (wyró»nionych) znajduje si¦ w ustalonym porz¡dku,
prawdopodobie«stwo, »e i + 1-szy z wyró»nionych elementów znajduje si¦
na k + 1-szym miejscu wynosi

(
k
i

)(
n−k−1
j−i−1

)
/
(
n
j

)
, gdzie k mo»e przyjmowa¢

warto±ci z przedziaªu [i, n − j + i]. Zatem suma w powy»szym wzorze, jako
suma prawdopodobie«stw po wszystkich mo»liwych stanach, jest równa jeden
i ostatecznie E(Un(j, i)) = in/j.

Aby pokaza¢, »e zmienna losowa Un(j, i) jest silnie skoncentrowana
wokóª swojej warto±ci oczekiwanej, skorzystamy z analogicznej, dobrze
znanej wªasno±ci, która zachodzi dla zmiennej losowej o rozkªadzie
hipergeometrycznym [4, 5, 17].

Spo±ród n kul, z czego k pomalowano na czarno, wybieramy losowo
j kul. NiechHn(k, j) b¦dzie zmienn¡ losow¡ oznaczaj¡c¡ liczb¦ wylosowanych
czarnych kul. Dla dowolnego i ∈ N

P
(
Hn(k, j) = i

)
=

(
k
i

)(
n−k
j−i
)

(
n
j

) .

Mo»na pokaza¢, »e
E
(
Hn(k, j)

)
=
kj

n

oraz, »e dla dowolnego ε ∈ (0, 1) (zobacz [17] Twierdzenie 2.10),

P
(∣∣∣Hn(k, j)− E(Hn(k, j)

)∣∣∣ ≥ εE
(
Hn(k, j)

)) ≤ 2 exp
[
− ε2

3
E
(
Hn(k, j)

)]
.
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Niech 0 ≤ ε ≤ 1
4
oraz niech

k−ε = E
(
Un(j, i)

)
(1− ε) =

in

j
(1− ε),

k+
ε = E

(
Un(j, i)

)
(1 + ε) =

in

j
(1 + ε) .

Poka»emy najpierw, »e nast¦puj¡ce prawdopodobie«stwa P
(
Un(j, i) = k−ε

)

oraz P
(
Un(j, i) = k+

ε

)
, a tym samym P

(
Un(j, i) ≤ k−ε

)
oraz P

(
Un(j, i) ≥ k+

ε

)
,

s¡ maªe. Istotnie

P
(
Un(j, i) = k−ε

)
=

(
k−ε −1
i−1

)(
n−k−ε −1
j−i−1

)
(
n−1
j−1

) =
i

k−ε
· j − i
n− k−ε

· n
j
·
(
k−ε
i

)(
n−k−ε
j−i
)

(
n
j

)

=
i

i·n
j

(1− ε) ·
j − i

n− i·n
j

(1− ε) ·
n

j
· P(Hn(k−ε , j) = i

)

≤ 1

1− ε ·
j − i
n− i·n

j

· P
(
Hn(k−ε , j) =

k−ε j
n(1− ε)

)

=
1

1− ε ·
j

n
· P
(
Hn(k−ε , j) =

E(Hn(k−ε , j))
1− ε

)

≤ (1 + 2ε) · j
n
· P
(
Hn(k−ε , j) ≥

E(Hn(k−ε , j))
1− ε

)

≤ 3

2
· j
n
· P(Hn(k−ε , j) ≥ (1 + ε)E(Hn(k−ε , j)))

≤ 3

2
· j
n
· 2 exp

(
− ε2

3
E(Hn(k−ε , j))

)

= 3 · j
n
· exp

(
− ε2

3

k−ε j
n

)

≤ 3 · j
n
· exp

(
− ε2

4
i
)
,

co oznacza, »e

P
(
Un(j, i) ≤ k−ε

) ≤ k−ε · P
(
Un(j, i) = k−ε

)

≤ 3i exp
(
− ε2

4
i
)
.

25



Podobnie mo»na pokaza¢, »e

P
(
Un(j, i) = k+

ε

)
=

(
k+
ε −1
i−1

)(
n−k+

ε −1
j−i−1

)
(
n−1
j−1

) =
i

k+
ε

· j − i
n− k+

ε

· n
j
·
(
k+
ε

i

)(
n−k+

ε

j−i
)

(
n
j

)

=
i

i·n
j

(1 + ε)
· j − i
n− i·n

j
(1 + ε)

· n
j
· P(Hn(k+

ε , j) = i
)

≤ j − i
n− i·n

j
(1 + ε)

· P
(
Hn(k+

ε , j) =
k+
ε j

n(1 + ε)

)

=
j − i

j − i(1 + ε)
· j
n
· P
(
Hn(k+

ε , j) =
E(Hn(k+

ε , j))

1 + ε

)

≤
(

1 +
εi

j − i(1 + ε)

)
· j
n
· P
(
Hn(k+

ε , j) ≤
E(Hn(k+

ε , j))

1 + ε

)

≤
(

1 +
εi

j − i
)
· j
n
· P(Hn(k+

ε , j) ≤ (1− ε

2
)E(Hn(k+

ε , j)))

≤
(

1 +
εi

j − i
)
· j
n
· 2 exp

(
− ε2

12
E(Hn(k+

ε , j))
)

= 2
(

1 +
εi

j − i
)
· j
n

exp
(
− ε2

12

k+
ε j

n

)

≤ 2
(

1 +
εi

j − i
)
· j
n

exp
(
− ε2

12
i
)
,

oraz

P
(
Un(j, i) ≥ k+

ε

) ≤ (n− k+
ε ) · P(Un(j, i) = k+

ε

)

≤ (n− i · n
j

) · 2
(

1 +
εi

j − i
)
· j
n

exp
(
− ε2

12
i
)

= 2
(
j − (1− ε)i)) exp

(
− ε2

12
i
)

≤ 2j exp
(
− ε2

12
i
)
.
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Zatem dla log3 n < i ≤ j ≤ n oraz dla ε = log−1/2 n

P
(∣∣∣Un(j, i)− E(Un(j, i)

)∣∣∣ ≥ εE
(
Un(j, i)

))

= P
(
Un(j, i) ≤ k−ε

)
+ P

(
Un(j, i) ≥ k+

ε

)

≤ 3i exp
(
− ε2

4
i
)

+ 2j exp
(
− ε2

12
i
)

≤ 5n exp
(
− ε2

12
i
)

= o(exp(− log7/4 n)) .

Przedstawimy i udowodnimy teraz gªówne twierdzenie z tego
podrozdziaªu, mówi¡ce o prawdopodobie«stwie istnienia (b¡d¹ nieistnienia)
kraw¦dzi w gra�e proteuszowym Pn(d, η).

Nasze rozwa»ania rozpoczniemy od nast¦puj¡cej obserwacji. Przypu±¢my,
»e dom urn wrzucono d kul (jedna po drugiej), za ka»dym razem losuj¡c urny
niezale»nie z prawdopodobie«stwami równymi odpowiednio ρ1, . . . , ρm, gdzie∑m

i=1 ρi = 1. Niech teraz S1, S2 ⊆ [m] b¦d¡ rozª¡cznymi zbiorami urn, gdzie
|S1| ≤ d, i niech p(S1, S2) oznacza prawdopodobie«stwo, »e »adna z kul nie
znajdzie si¦ w urnie ze zbioru S2, a ka»da urna ze zbioru S1 zawiera¢ b¦dzie
przynajmniej jedn¡ kul¦. Wtedy zachodzi nast¦puj¡cy fakt.

Lemat 4. Stosuj¡c powy»sze oznaczenia otrzymujemy

p(S1, S2) ≥ (1−
∑

j∈S1∪S2

ρj)
d−|S1|d(d− 1) . . . (d− |S1|+ 1)

∏
i∈S1

ρi ,

oraz

p(S1, S2) ≤ (1−
∑
j∈S2

ρj)
d−|S1|d(d− 1) . . . (d− |S1|+ 1)

∏
i∈S1

ρi .
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Dowód. Istotnie, wystarczy zauwa»y¢, »e wyraz po prawej stronie
pierwszego oszacowania to prawdopodobie«stwo, »e ka»da z urn ze zbioru
S1 zostaªa wybrana dokªadnie jeden raz, a urny z S2 nie zostaªy
wybrane ani razu. Wyra»enie po prawej stronie drugiej nierówno±ci to
oszacowanie z góry (niektóre zdarzenia mog¡ by¢ policzone wielokrotnie) na
prawdopodobie«stwo zdarzenia, »e ka»da z urn ze zbioru S1 zostaªa wybrana
przynajmniej raz, a »adna z urn z S2 nie zostaªa wybrana.

Wprowad¹my nast¦puj¡ce oznaczenia. Niech 0 < η < 1, d ∈ N, oraz

E1, E2 ⊆
{{i, j} : log3 n < i < j ≤ n

}
, E1 ∩ E2 = ∅ .

Ponadto, dla ka»dego i, j ∈ [n], r = 1, 2, niech

Vr(j) =
{
i < j : {i, j} ∈ Er

}
,

w(j, i) = (1− η)
1

n

(j
i

)η
=
(
1 +O

(
nη−1

)) (in/j)−η∑n
s=1 s

−η ,

wr(j) =
∑

i∈Vr(j)
w(j, i) .

Twierdzenie 5. Niech η ∈ (0, 1), d ∈ N, E1, E2, V1(j), w(j, i), w1(j), w2(j)

b¦d¡ zde�niowane jak powy»ej, oraz niech |V1(j)| ≤ d dla ka»dego j ∈ [n].
Przez Pn(E1, E2, d, η) oznaczmy prawdopodobie«stwo, »e wszystkie pary

ze zbioru E1 s¡ kraw¦dziami w gra�e proteuszowym Pn(d, η) oraz »adna para
ze zbioru E2 nie jest kraw¦dzi¡ w Pn(d, η). Wtedy prawdziwe s¡ nast¦puj¡ce
oszacowania:

Pn(E1, E2, d, η) ≤ o(exp(− log3/2 n))

+
n∏
j=1

(1− (1 +O(log−1/2 n))w2(j))d−|V1(j)|

×d(d− 1) . . . (d− |V1(j)|+ 1)
∏

i∈V1(j)

(1 +O(log−1/2 n))w(j, i)
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oraz

Pn(E1, E2, d, η) ≥ o(exp(− log3/2 n))

+
n∏
j=1

(1− (1 +O(log−1/2 n))(w1(j) + w2(j)))d−|V1(j)|

×d(d− 1) . . . (d− |V1(j)|+ 1)
∏

i∈V1(j)

(1 +O(log−1/2 n))w(j, i) .

Dowód. Policzmy najpierw ile wynosi suma wag W wszystkich wierzchoªków
w gra�e proteuszowym Pn(d, η).

W =
n∑
i=1

i−η = O(1) +

∫ n

0

dxe−η dx =

= O(1) +
n1−η

1− η = (1 +O(nη−1))
n1−η

1− η . (1)

Prawdopodobie«stwo wyst¦powania (nie wyst¦powania) kraw¦dzi pomi¦dzy
dowolnym wierzchoªkiem j a wierzchoªkiem i zale»y od zmiennej losowej
Un(j, i), okre±laj¡cej poªo»enie wierzchoªka i w momencie, gdy po raz ostatni
wybrano wierzchoªek j. Z Twierdzenia 2 wynika, »e dla ε = log−1/2 n

P
( in
j

(1− ε) ≤ Un(j, i) ≤ in

j
(1 + ε)

)
= 1− o(exp(− log7/4 n)).

Oznacza to, »e z prawdopodobie«stwem 1 − o(exp(− log7/4 n)) poªo»enie
wierzchoªka i w momencie, gdy po raz ostatni wybrano wierzchoªek j wynosi

in

j

(
1 +O(log−1/2 n)

)
,

a co za tym idzie jego waga wynosi
(
Un(j, i)

)−η
/W =

( in
j

(
1 +O(log−1/2 n)

))−η
(1 +O(nη−1))(1− η)nη−1

=
(
1 +O(log−1/2 n)

)1− η
n

(j
i

)η

=
(
1 +O(log−1/2 n)

)
w(j, i) .
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Przypomnijmy, »e wierzchoªek j, w momencie kiedy zostaª po raz
ostatni wybrany w trakcie procesu proteuszowego, wygenerowaª losowo d

kraw¦dzi (niezale»nie) incydentnych z j. Przy czym, prawdopodobie«stwo
wyboru ustalonego wierzchoªka jest wprost proporcjonalne do jego wagi.
Z powy»szych obserwacji oraz z Lematu 4 otrzymujemy nast¦puj¡ce
oszacowanie z góry na prawdopodobie«stwo zdarzenia, »e wierzchoªek j,
w gra�e proteuszowym Pn(d, η), jest poª¡czony z wierzchoªkami ze zbioru
V1(j) oraz nie jest poª¡czony z wierzchoªkami z V2(j)

o(exp(− log7/4 n))(|V1(j)|+ |V2(j)|)
+(1− (1 +O(log−1/2 n))w2(j))d−|V1(j)|

×d(d− 1) . . . (d− |V1(j)|+ 1)
∏

i∈V1(j)

(1 +O(log−1/2 n))w(j, i) .

Analogicznie mo»na uzyska¢ nast¦puj¡ce oszacowanie z doªu

o(exp(− log7/4 n))(|V1(j)|+ |V2(j)|)
+(1− (1 +O(log−1/2 n))(w1(j) + w2(j)))d−|V1(j)|

×d(d− 1) . . . (d− |V1(j)|+ 1)
∏

i∈V1(j)

(1 +O(log−1/2 n))w(j, i) .

Aby zako«czy¢ dowód twierdzenia wystarczy teraz zauwa»y¢, »e generowanie
kraw¦dzi, w dowolnym kroku procesu proteuszowego, zale»y jedynie od
wag wierzchoªków (od poªo»enia wierzchoªków w permutacji); nie zale»y w
szczególno±ci od rozkªadu istniej¡cych ju» w gra�e kraw¦dzi.

Analogiczne twierdzenie do Twierdzenia 5 zachodzi w przypadku, gdy
η = 0, jednak w tym przypadku waga wierzchoªka nie zale»y od poªo»enia
wierzchoªka w gra�e (tj. w(j, i) = 1/n dla ka»dego 1 ≤ i < j ≤ n), co
znacznie upraszcza tez¦ twierdzenia.

30



Twierdzenie 6. Niech d ∈ N, E1, E2, V1(j), V2(j) b¦d¡ zde�niowane jak
powy»ej, oraz niech |V1(j)| ≤ d dla ka»dego j ∈ [n].

Przez Pn(E1, E2, d, 0) oznaczmy prawdopodobie«stwo, »e wszystkie pary
ze zbioru E1 s¡ kraw¦dziami w gra�e proteuszowym Pn(d, 0) oraz »adna para
ze zbioru E2 nie jest kraw¦dzi¡ w Pn(d, 0). Wtedy prawdziwe s¡ nast¦puj¡ce
oszacowania:

Pn(E1, E2, d, 0) ≤
n∏
j=1

(1− |V2(j)|/n)d−|V1(j)|

×d(d− 1) . . . (d− |V1(j)|+ 1)n−|V1(j)|

oraz

Pn(E1, E2, d, 0) ≥
n∏
j=1

(1− |V1(j)|/n− |V2(j)|/n)d−|V1(j)|

×d(d− 1) . . . (d− |V1(j)|+ 1)n−|V1(j)|.

Na koniec zauwa»my, »e Twierdzenia 2 i 5 sugeruj¡, »e wªasno±ci grafu
proteuszowego Pn(d, η), s¡ podobne do wªasno±ci grafu o wierzchoªkach ze
zbioru [n], w którym dwa dowolne wierzchoªki i, j, 1 ≤ i < j ≤ n s¡ poª¡czone
kraw¦dzi¡ z prawdopodobie«stwem

p(j, i) = dw(j, i) = (1− η)
d

n

(j
i

)η
, (2)

niezale»nie dla ka»dej pary wierzchoªków. Istotnie, je±li |V1(j)| = o(d) dla
j ∈ [n], to na mocy Twierdzenia 5, prawdopodobie«stwo, »e wszystkie pary
ze zbioru E1 s¡ kraw¦dziami w gra�e proteuszowym Pn(d, η) oraz »adna para
ze zbioru E2 nie jest kraw¦dzi¡ w Pn(d, η) wynosi

Pn(E1, E2, d, η) ≈
n∏
j=1

(
1−

∑

i∈V2(j)

w(j, i)
)d
d|V1(j)| ∏

i∈V1(j)

w(j, i)

= (1 + o(1)) exp
(
− d

∑

{i,j}∈E2

w(j, i)
) ∏

{i,j}∈E1

dw(j, i)

= (1 + o(1)) exp
(
−

∑

{i,j}∈E2

p(j, i)
) ∏

{i,j}∈E1

p(j, i) .
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Natomiast w przypadku grafu z niezale»nymi kraw¦dziami,
prawdopodobie«stwo analogicznego zdarzenia wynosi

∏

{i,j}∈E2

(
1− p(j, i)

) ∏

{i,j}∈E1

p(j, i)

= (1 + o(1)) exp
(
−

∑

{i,j}∈E2

p(j, i)
) ∏

{i,j}∈E1

p(j, i) .

W podobny sposób mo»na argumentowa¢, »e wªasno±ci grafu
proteuszowego Pn(d, 0) s¡ zbie»ne do wªasno±ci grafu, w którym dwa dowolne
wierzchoªki s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ z prawdopodobnie«stwem d/n.

2.2 Rozkªad stopni
W niniejszym rozdziale poka»emy, »e rozkªad stopni w gra�e proteuszowym
Pn(d, η) jest rozkªadem pot¦gowym, w którym pot¦ga zale»y od parametru η,
co pozwala mie¢ nadziej¦, »e b¦dzie on przydatnym modelem sieci
internetowej. Rozwa»ania nasze zacznijmy jednak od znacznie prostszego
zadania: oszacowania warto±ci oczekiwanej stopnia ustalonego wierzchoªka.

Twierdzenie 7. Niech d = o(n(1−η)/2), η ∈ [0, 1). Oczekiwana liczba kraw¦dzi
w gra�e proteuszowym Pn(d, η) wynosi

(
1 + o(1)

)
dn/2. Oczekiwany stopie«

wierzchoªka i = i(n), log4 n ≤ i ≤ n wynosi

E deg(i) =
(
1 + o(1)

)
d

1− η
1 + η

·
((n

i

)η
+

2η

1− η
i

n

)
.

Dowód. Przez deg>(i) b¦dziemy oznacza¢ liczb¦ kraw¦dzi pomi¦dzy
wierzchoªkiem i a dowolnym wierzchoªkiem j > i. Analogicznie deg<(i)

oznacza liczb¦ kraw¦dzi pomi¦dzy wierzchoªkiem i a dowolnym wierzchoªkiem
j < i. Ostatecznie deg(i) = deg>(i) + deg<(i) oznacza stopie« wierzchoªka i.
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Policzmy najpierw oczekiwan¡ warto±¢ deg<(i). Zauwa»my, »e waga
ka»dego wierzchoªka jest nie wi¦ksza ni» 1/W , gdzie W jest dane
równaniem (1). Zatem w dowolnym momencie procesu proteuszowego,
dowolny zbiór skªadaj¡cy si¦ z log3 n wierzchoªków posiada caªkowit¡ wag¦
nie wi¦ksz¡ ni» log3 n/W = O(nη−1 log3 n). Oznacza to, »e oczekiwana
liczba kraw¦dzi pomi¦dzy wierzchoªkiem i a dowolnym z pierwszych log3 n

wierzchoªków wynosi

d ·O(nη−1 log3 n) = o(n−(1−η)/2 log3 n) = o(1) .

Co wi¦cej, z Twierdzenia 2 wynika, »e z prawdopodobie«stwem 1 −
o(exp(− log3/2 n)), caªkowita waga wszystkich wierzchoªków j, log3 n ≤ j < i,
wynosi

(
1 + o(1)

) i∑

j=log3 n

w(j, i) =
(
1 + o(1)

)
(1− η)

1

n
iη

i∑

j=log3 n

j−η

=
(
1 + o(1)

)
(1− η)

1

n
iηn

∫ i/n

log3 n/n

dnxe−ηdx

=
(
1 + o(1)

)
(1− η)

( i
n

)η ∫ i/n

0

x−ηdx

=
(
1 + o(1)

)
(1− η)

( i
n

)η (i/n)1−η

1− η
=

(
1 + o(1)

)
i/n ,

a zatem
E deg<(i) = (1 + o(1))di/n+ o(1) .

Prawdziwo±¢ tej równo±ci mo»na pokaza¢ równie» w nast¦puj¡cy sposób.
W momencie, gdy po raz ostatni wierzchoªek i zostaª wybrany (w trakcie
procesu proteuszowego) poª¡czyª si¦ z d innymi wierzchoªkami. Od tego
momentu, a» do zako«czenia procesu generowania grafu proteuszowego,
wybrano (by¢ mo»e niektóre wierzchoªki kilka razy) dokªadnie n − i

wierzchoªków. Tym samym oczekiwana warto±¢ usuni¦tych kraw¦dzi wynosi
d(n− i)/n, a wi¦c oczekiwana warto±¢ kraw¦dzi, które �przetrwaªy� do ko«ca
procesu wynosi di/n.

33



Z drugiej strony, korzystaj¡c z Twierdzenia 5 i wzoru (2) mamy

E deg>(i) =
(
1 + o(1)

) n∑
j=i+1

p(j, i)

=
(
1 + o(1)

)(1− η)d

niη

n∑
j=i+1

jη

=
(
1 + o(1)

)(1− η)d

niη
n

∫ 1

i/n

dnxeηdx

=
(
1 + o(1)

)
d(1− η)

(n
i

)η ∫ 1

i/n

xηdx

=
(
1 + o(1)

)
d

1− η
1 + η

(n
i

)η(
1−

( i
n

)1+η)

=
(
1 + o(1)

)
d

1− η
1 + η

((n
i

)η
− i

n

)
.

Ostatecznie wi¦c

E deg(i) = E deg<(i) + E deg>(i) =
(
1 + o(1)

)
d

1− η
1 + η

((n
i

)η
+

2η

1− η
i

n

)
.

Na koniec zauwa»my, »e oczekiwana liczba kraw¦dzi w gra�e
proteuszowym Pn(d, η) wynosi

n∑
i=1

E deg<(i) =
(
1 + o(1)

) n∑
i=1

di/n =
(
1 + o(1)

)
dn/2 .

Oznaczmy przez Zk = Zk(n; d; η) liczb¦ wierzchoªków stopnia k

w gra�e proteuszowym Pn(d, η) oraz przez Z≥k =
∑

i≥k Zi liczb¦
wierzchoªków o stopniu wi¦kszym lub równym k. Poka»emy, »e z du»ym
prawdopodobie«stwem stopie« wierzchoªka jest bliski swojej warto±ci
oczekiwanej i korzystaj¡c z tej wªasno±ci oszacujemy Z≥k dla k znacznie
wi¦kszych od d.
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Twierdzenie 8. Niech d = O(log2n), η ∈ (0, 1), k = k(n) ≥ log4 n. Wtedy

Z≥k = (1 + o(1))n
(1− η

1 + η
· d
k

)1/η

+O(log3 n) .

Dowód. Z Twierdzenia 7 wynika, »e

E deg(i) =
(
1 + o(1)

)
d

1− η
1 + η

[(n
i

)η
+

2η

1− η
i

n

]

=
(
1 + o(1)

)
d

1− η
1 + η

(n
i

)η
+O(d)

= E deg>(i) +O(d) .

Oznacza to, »e dla stosunkowo maªego

i0 = i0(n) = n
(1− η

1 + η
· d
k0

)1/η

= o(n) ,

oczekiwany stopie« wierzchoªka i0 wynosi z grubsza k0. Poka»emy, »e dla
dowolnego ε > 0 prawie na pewno wszystkie wierzchoªki i takie, »e

i ≥ (1 + ε)i0 = (1 + ε)n
(1− η

1 + η
· d
k0

)1/η

≥ log3 n ,

maj¡ mniej ni» k0 s¡siadów oraz wszystkie wierzchoªki i takie, »e

i ≤ (1− ε)i0 = (1− ε)n
(1− η

1 + η
· d
k0

)1/η

,

maj¡ wi¦cej ni» k0 s¡siadów.
Niech 0 < ε < 1 oraz i ≥ (1 + ε)i0. Niech δ > 0 b¦dzie dowoln¡ staª¡, dla

której zachodz¡ nast¦puj¡ce nierówno±ci: δ ≤ ε4/6 i δ < (1− ε2)(1 + ε)η − 1

( 1+δ
(1+ε)η

< 1− ε2). Zauwa»my, »e dla funkcji f(ε) = (1− ε2)(1 + ε)η− 1 mamy
f ′(0) = η > 0, a zatem dla odpowiednio maªego parametru ε warto±¢ funkcji
f w tym punkcie jest wi¦ksza od zera (f(ε) > 0) i staªa δ > 0 o powy»szych
wªasno±ciach istnieje.
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Poka»emy teraz, »e prawie na pewno deg>(i) < k0 − d = k0(1 + o(1))

(deg(i) < k0).

P(deg>(i) ≥ k0(1 + o(1)))

= o(exp(− log3/2 n)) +
∑

k≥k0(1+o(1))

P(deg>(i) = k)

= o(exp(− log3/2 n)) +
∑

k≥k0(1+o(1))

∑
x1,...,xk>i

k∏
j=1

(1 + o(1))p(xj, i)
∏

j>i,j /∈{x1,...,xk}
(1− (1 + o(1))p(j, i))

≤
∑

k≥k0(1+o(1))

∑
x1,...,xk>i

k∏
j=1

(1 + δ)p(xj, i)
∏

j>i,j /∈{x1,...,xk}
(1− (1 + δ)p(j, i))

×
∏
j>i

1− (1 + o(1))p(j, i)

1− (1 + δ)p(j, i)
.

Oszacujmy najpierw ostatni iloczyn
∏
j>i

1− (1 + o(1))p(j, i)

1− (1 + δ)p(j, i)
=

∏
j>i

(
1 +

(δ + o(1))p(j, i)

1− (1 + δ)p(j, i)

)

=
∏
j>i

(
1 + (1 + o(1))δp(j, i)

)

≤ exp
(

(1 + o(1))δ
∑
j>i

p(j, i)
)
. (3)

Wprowad¹my pomocnicz¡ zmienn¡ losow¡ Xi =
∑

j>iXi(j), gdzie Xi(j),
i < j ≤ n jest rodzin¡ niezale»nych zmiennych losowych zde�niowanych w
nast¦puj¡cy sposób

P(Xi(j) = 1) = (1 + δ)p(j, i) ,

P(Xi(j) = 0) = 1− (1 + δ)p(j, i) .

Wtedy

P(deg>(i) ≥ k0(1 + o(1))) ≤ P(Xi ≥ k0(1 + o(1))) exp
(

(1 + o(1))δ
∑
j>i

p(j, i)
)
.
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Aby pokaza¢, »e powy»sze prawdopodobie«stwo d¡»y do zera skorzystamy
ze znanej wªasno±ci sumy niezale»nych zmiennych losowych o rozkªadzie
Bernouliego (patrz na przykªad Twierdzenie 2.8 [17]) mówi¡cej, »e dla
dowolnego 0 < ε < 3/2

P
(
|Xi − EXi| ≥ εEXi

)
≤ 2 exp

(
− ε2

3
EXi

)
. (4)

Oszacujmy teraz warto±¢ oczekiwan¡ zmiennej X(1+ε)i0

EX(1+ε)i0 =
∑

j>(1+ε)i0

(1 + δ)p(j, (1 + ε)i0)

= (1 + δ)
1− η
n

d
(

(1 + ε)i0

)−η ∑

j>(1+ε)i0

jη

= (1 + o(1))(1 + δ)(1 + ε)−η(1 + η)k0

∫ 1

0

xηdx

= (1 + o(1))
1 + δ

(1 + ε)η
k0 ≤ (1− ε2)k0 .

Zatem

P(deg>(i) ≥ k0(1 + o(1)))

≤ P(deg>((1 + ε)i0) ≥ k0(1 + o(1)))

≤ P(X(1+ε)i0 ≥ k0(1 + o(1))) exp
(

(1 + o(1))δ
∑

j>(1+ε)i0

p(j, (1 + ε)i0)
)

≤ P(|X(1+ε)i0 − EX(1+ε)i0| ≥ ε2k0) exp
(1 + o(1)

1 + δ
δEX(1+ε)i0

)

≤ P(|X(1+ε)i0 − EX(1+ε)i0| ≥ ε2EX(1+ε)i0) exp
(
δEX(1+ε)i0

)

i ostatecznie, na mocy (4),

P(deg>(i) ≥ k0(1 + o(1))) ≤ 2 exp
(
− ε4

3
EX(1+ε)i0

)
exp

(
δEX(1+ε)i0

)

≤ 2 exp
(
− ε4

6
EX(1+ε)i0

)

≤ 2 exp
(
− Ω(log2 n)

)
= o(n−1) .

37



Oznacza to, »e prawdopodobie«stwo, »e stopie« wierzchoªka i jest wi¦kszy
lub równy k0 d¡»y bardzo szybko do zera (jest mniejsze ni» 1/n). Zatem
prawie na pewno wszystkie wierzchoªki i takie, »e i ≥ (1 + ε)i0 maj¡ mniej
ni» k0 s¡siadów.

Analogicznie mo»na pokaza¢, »e prawie na pewno wszystkie wierzchoªki i
takie, »e log3 n < i ≤ (1−ε)i0 maj¡ wi¦cej ni» k0 s¡siadów. (zwró¢my uwag¦,
»e Twierdzenie 5 nie pozwala oszacowa¢ prawdopodobie«stwa istnienia
kraw¦dzi incydentnych z wierzchoªkiem i < log3 n.) Istotnie, niech teraz
i ≤ (1 − ε)i0. Zakªadamy tym razem, »e zachodzi nast¦puj¡ca nierówno±¢
(1 + ε2)(1 − ε)η − 1 ≤ 0 ( 1

(1−ε)η ≥ 1 + ε2). Zauwa»my, »e dla funkcji
g(ε) = (1 + ε2)(1− ε)η − 1 mamy g′(0) = −η < 0, a zatem dla odpowiednio
maªego parametru ε warto±¢ funkcji f w tym punkcie jest mniejsza od zera
i powy»sza nierówno±¢ zachodzi. Niech 0 < δ ≤ ε4/24 b¦dzie dowoln¡ staª¡.
Poka»emy teraz, »e prawie na pewno deg>(i) > k0, a tym samym deg(i) > k0.
Korzystaj¡c z (3) oraz wprowadzonej wcze±niej pomocniczej zmiennej losowej
Xi otrzymujemy

P(deg>(i) ≤ k0) = o(exp(− log3/2 n)) +
∑

k≤k0

P(deg>(i) = k)

= o(exp(− log3/2 n)) +
∑

k≤k0

∑
x1,...,xk>i

k∏
j=1

(1 + o(1))p(xj, i)
∏

j>i,j /∈{x1,...,xk}
(1− (1 + o(1))p(j, i))

≤
∑

k≤k0

∑
x1,...,xk>i

k∏
j=1

(1 + δ)p(xj, i)
∏

j>i,j /∈{x1,...,xk}
(1− (1 + δ)p(j, i))

×
∏
j>i

1− (1 + o(1))p(j, i)

1− (1 + δ)p(j, i)

≤ P(Xi ≤ k0) exp
(

(1 + o(1))δ
∑
j>i

p(j, i)
)
.
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Oszacujmy teraz warto±¢ oczekiwan¡ zmiennej X(1−ε)i0 .

EX(1−ε)i0 =
∑

j>(1−ε)i0
(1 + δ)p(j, (1− ε)i0)

= (1 + δ)
1− η
n

d
(

(1− ε)i0
)−η ∑

j>(1−ε)i0
jη

= (1 + o(1))(1 + δ)(1− ε)−η(1 + η)k0

∫ 1

0

xηdx

= (1 + o(1))
1 + δ

(1− ε)η k0 ≥ k0

(1− ε)η ≥ (1 + ε2)k0 .

Zatem

P(deg>(i) ≤ k0) ≤ P(deg>((1− ε)i0) ≤ k0)

≤ P(X(1−ε)i0 ≤ k0) exp
(

(1 + o(1))δ
∑

j>(1−ε)i0
p(j, (1− ε)i0)

)

≤ P(|X(1−ε)i0 − EX(1−ε)i0| ≥ ε2k0) exp
(1 + o(1)

1 + δ
δEX(1−ε)i0

)

≤ P(|X(1−ε)i0 − EX(1−ε)i0| ≥
ε2

1 + ε
EX(1−ε)i0) exp

(
δEX(1−ε)i0

)

≤ P(|X(1−ε)i0 − EX(1−ε)i0| ≥
ε2

2
EX(1−ε)i0) exp

(
δEX(1−ε)i0

)

i ostatecznie, na mocy (4),

P(deg>(i) ≤ k0) ≤ 2 exp
(
− ε4

12
EX(1−ε)i0

)
exp

(
δEX(1−ε)i0

)

≤ 2 exp
(
− ε4

24
EX(1−ε)i0

)

≤ 2 exp
(
− Ω(log2 n)

)
= o(n−1) .

Oznacza to, »e prawdopodobie«stwo, »e stopie« wierzchoªka i jest mniejszy
lub równy k0 d¡»y bardzo szybko do zera (jest mniejsze ni» 1/n). Zatem
prawie na pewno wszystkie wierzchoªki i takie, »e i ≤ (1− ε)i0 maj¡ wi¦cej
ni» k0 s¡siadów.
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Przypomnijmy, »e w gra�e internetowym liczba wierzchoªków o stopniu
wej±ciowym wynosz¡cym k jest proporcjonalna do k−2,1, natomiast liczba
wierzchoªków o stopniu wyj±ciowym k maleje jak k−2,7. Oznacza to, »e liczba
wierzchoªków o stopniu wej±ciowym nie mniejszym ni» k wynosi

∑

l≥k
O(l−2,1) = O(k−1,1) ,

wyj±ciowym natomiast
∑

l≥k
O(l−2,7) = O(k−1,7) .

Dla nieskierowanej wersji grafu internetowego frakcja wierzchoªków o stopniu
nie mniejszym ni» k wynosi

∑

l≥k

(
O(l−2,1) +O(l−2,7)

)
= O(k−1,1) ,

zatem, ze wzgl¦du na mo»liwo±¢ modelowania sieci internetowej, szczególnie
interesuj¡cy jest graf proteuszowy dla którego parametr η wynosi η = ηin ∼
1/1, 1 ∼ 0,91, a tak»e, w pewnym stopniu η = ηout ∼ 1/1,7 = 0,59 .

Niniejszy rozdziaª zako«czymy dwoma prostymi wnioskami
z Twierdzenia 7.
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Wniosek 9. Niech d ∈ N , η ∈ (0, 1) i

c0(η) =
(1− η

2

) 1
η+1

.

Wtedy w gra�e proteuszowym Pn(d, η) najmniejszy oczekiwany stopie« ma
wierzchoªek o numerze (1 + o(1))c0(η)n.

Dowód. Zgodnie z Twierdzeniem 7 oczekiwany stopie« wierzchoªka k = dcne,
c ∈ (0, 1) wynosi

E deg(k) = (1 + o(1))d
1− η
1 + η

(c−η +
2η

1− η c)

= (1 + o(1))d
1− η
1 + η

f(c) ,

gdzie funkcja f : (0, 1) −→ R okre±lona jest wzorem

f(c) = c−η +
2η

1− η c .

Aby obliczy¢ minimum c0(η) funkcji f policzmy jej pierwsz¡ i drug¡
pochodn¡.

f ′(c) = −ηc−1−η +
2η

1− η
f ′′(c) = η(1 + η)c−2−η

Dla ka»dego c ∈ (0, 1) f ′′(c) > 0 oraz f ′(c) = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy c = (1−η

2
)

1
η+1 . Zatem najmniejszy oczekiwany stopie« ma wierzchoªek

o etykiecie (1 + o(1))c0(η)n, gdzie c0(η) = (1−η
2

)
1
η+1 .
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Z powy»szego twierdzenia wynika, »e gdy η → 0, wierzchoªkiem
posiadaj¡cym najmniejszy oczekiwany stopie« jest wierzchoªek o numerze
(1 + o(1))n/2. Na poni»szym wykresie przedstawiono jak zmienia si¦ c0(η)

(o± OY) w zale»no±ci od parametru η (o± OX).

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

W interesuj¡cych nas przypadkach, gdy ηout = 0,59 oraz ηin = 0,91 (ze
wzgl¦du na mo»liwo±¢ modelowania sieci internetowej), szukane minimum
znajduje si¦ odpowiednio w punktach c0(ηout) ≈ 0,369 oraz c0(ηin) ≈ 0,197.
Na poni»szych wykresach przedstawiono oczekiwany stopie« w zale»no±ci od
poªo»enia wierzchoªka w gra�e proteuszowym (dla d = 1).
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c0(ηout) ≈ 0,369 c0(ηin) ≈ 0,197
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Wiedz¡c, który wierzchoªek posiada najmniejszy oczekiwany stopie«
mo»emy ªatwo oszacowa¢ z doªu oczekiwany stopie« dowolnego wierzchoªka.

Wniosek 10. Niech d ∈ N, η ∈ (0, 1). Dla dowolnego wierzchoªka i ∈ [n]

w gra�e proteuszowym Pn(d, η)

E deg(i) ≥ (1 + o(1))2d
(1− η

2

) 1
1+η

.

Dowód. Bezpo±rednio z Twierdzenia 7 oraz Wniosku 9 wynika, »e minimalny
oczekiwany stopie« wynosi

E deg
(
c0(η)n

)
= (1 + o(1))d

1− η
1 + η

(
c0(η)−η +

2η

1− ηc0(η)
)

= (1 + o(1))d
1− η
1 + η

[(1− η
2

) −η
1+η

+
2η

1− η
(1− η

2

) 1
1+η
]

= (1 + o(1))d
1− η
1 + η

[(1− η
2

) −η
1+η

+ η
(1− η

2

) −η
1+η
]

= (1 + o(1))d(1− η)
(1− η

2

) −η
1+η

= (1 + o(1))2d
(1− η

2

) 1
1+η

.

W szczególno±ci wi¦c, dla dowolnego wierzchoªka i ∈ [n]

E deg(i) ≥ 0,73 · d dla ηout = 0,59 ,

E deg(i) ≥ 0,39 · d dla ηin = 0,91 .
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2.3 �Kryzys wieku ±redniego�
Rozdziaª ten jest po±wi¦cony rozwa»aniom na temat prawdopodobie«stwa
bycia wierzchoªkiem izolowanym. Wierzchoªki o stosunkowo maªych
numerach (wierzchoªki, które dawno nie byªy �od±wie»ane�) posiadaj¡ du»e
wagi, a co za tym idzie s¡ cz¦sto wybierane przez inne wierzchoªki.
Wierzchoªki o du»ych numerach (wierzchoªki, które stosunkowo niedawno
byªy �od±wie»ane�) w momencie wyboru poª¡czyªy si¦ z d losowo
wybranymi wierzchoªkami i z du»ym prawdopodobie«stwem przynajmniej
niektóre z utworzonych w ten sposób kraw¦dzi przetrwaj¡ do ko«ca
procesu. W najgorszym poªo»eniu znajduj¡ si¦ wierzchoªki w ±rodku
grafu proteuszowego. Dla nich prawdopodobie«stwo bycia wierzchoªkiem
izolowanym jest najwi¦ksze. Mo»emy wi¦c powiedzie¢, »e cz¦±¢ wierzchoªków
w gra�e proteuszowym prze»ywa �kryzys wieku ±redniego�. Poni»sze
twierdzenia precyzuj¡ powy»sz¡ obserwacj¦.

Twierdzenie 11. Niech d ∈ N , η ∈ (0, 1) oraz k = dxne ∈ [n] b¦dzie
dowolnym wierzchoªkiem w gra�e proteuszowym Pn(d, η) (x ∈ (0, 1)).
Niech x0 = x0(η) ∈ (0, 1) b¦dzie punktem, w którym funkcja g : (0, 1) −→ R,
okre±lona wzorem

g(x) =
1− η
1 + η

(x−η − x)− log(1− x) ,

posiada minimum, tj. x0(η) jest rozwi¡zaniem równania

(1− η)ηx−1−η + 1− η =
1 + η

1− x . (5)

Prawdopodobie«stwo, »e wierzchoªek k = dxne jest wierzchoªkiem izolowanym
wynosi

p
(d,η,n)
izol (dxne) = (1 + o(1))

[
1− (1 +O(log−1/2 n)

)
x
]d

× exp
[
− (1 + o(1)

)1− η
1 + η

d(x−η − x)
]
.

Co wi¦cej, prawdopodobie«stwo, »e ustalony wierzchoªek jest wierzchoªkiem
izolowanym jest najwi¦ksze dla wierzchoªka o numerze

k0(η) = (1 + o(1))x0(η)n .
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Dowód. Niech x ∈ (0, 1). Wierzchoªek k = dxne jest wierzchoªkiem
izolowanym wtedy i tylko wtedy, gdy w momencie ostatniego jego wyboru
(w czasie trwania procesu proteuszowego) wybraª on wyª¡cznie wierzchoªki
o numerach wi¦kszych ni» k i »aden wierzchoªek o numerze wi¦kszym ni» k
nie wybraª tego wierzchoªka. Zgodnie z Twierdzeniem 5 pierwsze zdarzenie
zachodzi z prawdopodobie«stwem

o(exp(− log3/2 n)) +
[
1− (1 +O(log−1/2 n)

) k−1∑
i=1

(1− η)

n

(k
i

)η]d

= (1 + o(1))
[
1− (1 +O(log−1/2 n)

)
(1− η)xη

∫ x

0

t−ηdt
]d

= (1 + o(1))
[
1− (1 +O(log−1/2 n)

)
x
]d
,

drugie za± z prawdopodobie«stwem

o(exp(− log3/2 n)) +
n∏

i=k+1

[
1− (1 + o(1)

)
(1− η)

d

n

( i
k

)η]

= (1 + o(1))
n∏

i=k+1

exp
[
− (1 + o(1)

)
(1− η)

d

n

( i
k

)η]

= (1 + o(1)) exp
[
− (1 + o(1)

)
(1− η)

d

n

n∑

i=k+1

( i
k

)η]

= (1 + o(1)) exp
[
− (1 + o(1)

)
(1− η)dx−η

∫ 1

x

tηdt
]

= (1 + o(1)) exp
[
− (1 + o(1)

)1− η
1 + η

dx−η(1− x1+η)
]

= (1 + o(1)) exp
[
− (1 + o(1)

)1− η
1 + η

d(x−η − x)
]
.

Ostatecznie wi¦c

p
(d,η,n)
izol (dxne) = (1 + o(1))

[
1− (1 +O(log−1/2 n)

)
x
]d

× exp
[
− (1 + o(1)

)1− η
1 + η

d(x−η − x)
]
.
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Poka»emy teraz, »e obliczone prawdopodobie«stwo przyjmuje warto±¢
maksymaln¡, gdy x = (1 + o(1))x0(η). Istotnie, niech g(x) b¦dzie funkcj¡
zde�niowan¡ wzorem

g(x) =
1− η
1 + η

(x−η − x)− log(1− x) .

Wtedy

p
(d,η,n)
izol (k) = (1 + o(1))(1 +O(log−1/2 n))d(1− x)d

× exp
[
− (1 + o(1)

)1− η
1 + η

d(x−η − x)
]

= (1 + o(1))(1 +O(log−1/2 n))d
[
− (1 + o(1)

)
dg(x)

]
.

Oznacza to, »eby zmaksymalizowa¢ funkcj¦ p(d,η,n)
izol nale»y znale¹¢ minimum

funkcji g. Policzmy zatem pierwsz¡ oraz drug¡ pochodn¡ funkcji g

g′(x) = −1− η
1 + η

ηx−1−η − 1− η
1 + η

+
1

1− x ,

g′′(x) = (1− η)ηx−2−η +
1

(1− x)2
.

Zauwa»my, »e g′′(x) > 0 dla ka»dego x ∈ (0, 1) oraz

lim
x→0+

g′(x) = −∞ ,

lim
x→1−

g′(x) = +∞ .

Oznacza to, »e istnieje dokªadne jedno rozwi¡zanie x0(η) ∈ (0, 1) równania
g′(x) = 0, oraz, »e funkcja g posiada minimum w punkcie x0(η) (a tym samym
funkcja p(d,η,n)

izol posiada maksimum w punkcie (1 + o(1))x0(η)n).
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Zale»no±¢ x0(η) od parametru η przedstawia poni»szy wykres.
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Na wykresie przedstawiono jak zmienia si¦ x0(η), czyli warto±¢ dla której
prawdopodobie«stwo, »e wierzchoªek x0n jest wierzchoªkiem izolowanym jest
najwi¦ksze (o± OY) w zale»no±ci od parametru η (o± OX). Podkre±lmy, »e
wykres funkcji x0(η) nie jest symetryczny wzgl¦dem prostej η = 1/2 (cho¢
rysunek mógªby to sugerowa¢).

W najbardziej interesuj¡cych nas przypadkach, gdy ηout = 0,59 oraz
ηin = 0,91 (ze wzgl¦du na mo»liwo±¢ modelowania sieci internetowej),
szukane maksimum znajduje si¦ odpowiednio w punktach x0(ηout) ≈
0,282 oraz x0(ηin) ≈ 0,177. Na poni»szych wykresach przedstawiono
prawdopodobie«stwa bycia wierzchoªkiem izolowanym w zale»no±ci od
poªo»enia wierzchoªka w gra�e proteuszowym (dla d = 1).
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Istnienie wierzchoªków, które �prze»ywaj¡ kryzys wieku ±redniego� mo»na
równie» pokaza¢ badaj¡c oczekiwany stopie« wierzchoªków w zale»no±ci
od poªo»enia w gra�e proteuszowym. W Twierdzeniu 9 pokazali±my, »e
najmniejszy oczekiwany stopie«, w gra�e proteuszowym Pn(d, η), posiada
wierzchoªek o numerze (1 + o(1))c0(η)n ∈ [n], gdzie

c0(η) =
(1− η

2

) 1
η+1

.

Zwró¢my na ko«cu uwag¦ na do±¢ interesuj¡cy fakt,
a mianowicie wierzchoªki o najmniejszym oczekiwanym stopniu znajduj¡
si¦ w innym miejscu ni» wierzchoªki, dla których prawdopodobie«stwo
bycia wierzchoªkiem izolowanym jest najwi¦ksze. Na poni»szym wykresie
przedstawiono zale»no±¢ od parametru η zarówno funkcji x0(η) jak i c0(η).
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Wierzchoªki, których oczekiwany stopie« jest najmniejszy posiadaj¡
wi¦ksze numery ni» wierzchoªki, dla których prawdopodobie«stwo bycia
wierzchoªkiem izolowanym jest najwi¦ksze (dla dowolnego η ∈ (0, 1) c0(η) >

x0(η)).
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2.4 Wierzchoªki izolowane
Policzymy teraz ile wynosi oczekiwana liczba wierzchoªków izolowanych
w gra�e proteuszowym Pn(d, η). Liczba ta zale»y od d oraz η. Dla ró»nych
warto±ci parametru η (w przypadku, gdy η ∈ (0, 1), η = 0 oraz η = 1)
oczekiwana liczba wierzchoªków istotnie si¦ ró»ni. Dlatego te trzy przypadki
rozpatrujemy w osobnych twierdzeniach.

Twierdzenie 12. Niech d ∈ N, η ∈ (0, 1). Niech x0 = x0(η) ∈ (0, 1) b¦dzie
punktem, w którym funkcja g : (0, 1) −→ R, okre±lona wzorem

g(x) =
1− η
1 + η

(x−η − x)− log(1− x) ,

posiada minimum, tj. x0(η) jest rozwi¡zaniem równania

(1− η)ηx−1−η + 1− η =
1 + η

1− x .

Oczekiwana liczba wierzchoªków izolowanych w gra�e proteuszowym Pn(d, η)

wynosi

EY (d,η,n)
izol = n

√
2π

exp
[− (1 + o(1))dg(x0)

]
√

(1 + o(1))g′′(x0)d

(
1+O(d−1/2)

)(
1+O(log−1/2 n)

)d
.

Dowód. Zgodnie z Twierdzeniem 11 prawdopodobie«stwo, »e wierzchoªek
k = dxne ∈ [n] jest wierzchoªkiem izolowanym, wynosi

p
(d,η,n)
izol (dx · ne) = (1 + o(1))

[
1− (1 +O(log−1/2 n)

)
x
]d

× exp
[
− (1 + o(1)

)1− η
1 + η

d(x−η − x)
]
.

Niech Yi, 1 ≤ i ≤ n b¦dzie rodzin¡ zmiennych losowych zde�niowanych
w nast¦puj¡cy sposób

Yi,j =





1 gdy wierzchoªek i jest wierzchoªkiem izolowanym

0 w przeciwnym razie .
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Wtedy oczekiwana liczba wierzchoªków izolowanych wynosi

EY (d,η,n)
izol =

n∑
i=1

EYi

= (1 + o(1))n

∫ 1

0

[
1− (1 +O(log−1/2 n)

))
x
]d

× exp
[
− (1 + o(1)

)1− η
1 + η

d(x−η − x)
]
dx

=
(
1 +O(log−1/2 n)

)d
n

∫ 1

0

exp
[
− (1 + o(1)

)
dg(x)

]
dx .

W dowodzie Twierdzenia 11 pokazano, »e funkcja g osi¡ga minimum
w punkcie x0 = x0(η) ∈ (0, 1), gdzie x0(η) jest pierwiastkiem równania

(1− η)ηx−1−η + 1− η =
1 + η

1− x .

Rozwijaj¡c funkcj¦ g w szereg Taylora (w pobli»u punktu x0) otrzymujemy,
»e dla dowolnego x ∈ (0, 1)

g(x) = g(x0) +
g′′(x0)

2
(x− x0)2 +O((x− x0)3) ,

co oznacza, »e

EY (d,η,n)
izol =

(
1 +O(log−1/2 n)

)d
n

∫ 1

0

exp
[
− (1 + o(1)

)
dg(x0)

−(1 + o(1)
)
d
g′′(x0)

2
(x− x0)2 +O

(
d(x− x0)3

)]
dx

=
(
1 +O(log−1/2 n)

)d
n exp

[− (1 + o(1)
)
dg(x0)

]
∫ 1

0

exp
[
− (1 + o(1)

)
d
g′′(x0)

2
(x− x0)2 +O

(
d(x− x0)3

)]
dx .
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Podstawiaj¡c najpierw za x = y + x0, a pó¹niej za

y = z
[(

1 + o(1)
)
g′′(x0)d

]−1/2

,

otrzymujemy

EY (d,η,n)
izol =

(
1 +O(log−1/2 n)

)d
n exp

[− (1 + o(1)
)
dg(x0)

]

×
∫ 1−x0

−x0

exp
[
− (1 + o(1)

)
d
g′′(x0)

2
y2 +O

(
dy3
)]
dy

=
(
1 +O(log−1/2 n)

)d
n

exp
[− (1 + o(1))dg(x0)

]
√

(1 + o(1))g′′(x0)d

×
∫ (1−x0)

√
(1+o(1))g′′(x0)d

−x0

√
(1+o(1))g′′(x0)d

exp
[
− z2

2
+O

( z3

√
d

)]
dz .

Niech ε > 0 b¦dzie dowoln¡ liczb¡ tak¡, »e

dε < min(x0, 1− x0)
√

(1 + o(1))g′′(x0)d .

Wtedy

EY (d,η,n)
izol =

(
1 +O(log−1/2 n)

)d
n

exp
[− (1 + o(1))dg(x0)

]
√

(1 + o(1))g′′(x0)d
(γ1 + γ2 + γ3) ,

gdzie

γ1 =

∫ −dε

−x0

√
(1+o(1))g′′(x0)d

exp
[
− z2

2
+O

( z3

√
d

)]
dz ,

γ2 =

∫ dε

−dε
exp

[
− z2

2
+O

( z3

√
d

)]
dz ,

γ3 =

∫ (1−x0)
√

(1+o(1))g′′(x0)d

dε
exp

[
− z2

2
+O

( z3

√
d

)]
dz .
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O zachowaniu EY (d,η,n)
izol decyduje wyraz γ2, który mo»emy oszacowa¢ w

nast¦puj¡cy sposób

γ2 =

∫ dε

−dε
exp

[
− z2

2
+O

((dε)3

√
d

)]
dz

=
(
1 +O(d−1/2+3ε)

) ∫ dε

−dε
exp

[
− z2

2

]
dz

=
(
1 +O(d−1/2+3ε)

) ∫ ∞
−∞

exp
[
− z2

2

]
dz

=
√

2π
(
1 +O(d−1/2+3ε)

)
.

Oszacujmy teraz γ1

γ1 ≤
∫ −dε

−x0

√
(1+o(1))g′′(x0)d

exp
[
− d2ε

2
+O

( d3ε

√
d

)]
dz

≤ O(d1/2) exp
[
− d2ε

2
+O

( d3ε

√
d

)]

= o(d−9) .

Analogicznie mo»na pokaza¢, »e γ3 = o(d−9), a zatem na mocy dowolno±ci
wyboru ε otrzymujemy

EY (d,η,n)
izol = n

√
2π

exp
[− (1 + o(1))dg(x0)

]
√

(1 + o(1))g′′(x0)d

(
1+O(d−1/2)

)(
1+O(log−1/2 n)

)d
.

Twierdzenie 13. Niech d ∈ N. Oczekiwana liczba wierzchoªków
izolowanych, w gra�e proteuszowym Pn(d, 0), wynosi

EY (d,0,n)
izol = ne−d

√
π

2d

(
1 +O(d−1/2)

)
.

Dowód. Zauwa»my, »e w tym szczególnym przypadku grafu proteuszowego
(w przypadku, gdy η = 0) waga ka»dego wierzchoªka wynosi 1/n. Oznacza to,
»e prawdopodobie«stwo istnienia w Pn(d, 0) dowolnej kraw¦dzi {i, j} wynosi

p(d,0,n)(j, i) = (1 + o(1))d · p(1,0,n)(j, i) = (1 + o(1))
d

n
.
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Policzmy teraz prawdopodobie«stwo, »e ustalony wierzchoªek jest
wierzchoªkiem izolowanym. Niech x ∈ (0, 1). Wierzchoªek k = dxne ∈ [n] jest
wierzchoªkiem izolowanym wtedy i tylko wtedy, gdy w momencie ostatniego
jego wyboru (w czasie trwania procesu proteuszowego) wybraª on wyª¡cznie
wierzchoªki o numerach wi¦kszych ni» k. Co wi¦cej, »aden wierzchoªek
o numerze wi¦kszym ni» k nie wybraª tego wierzchoªka. Pierwsze zdarzenie
zachodzi z prawdopodobie«stwem

[
1−

k−1∑
i=1

1

n

]d
= (1− x+O(1/n))d = (1 + o(1))(1− x)d ,

drugie za± z prawdopodobie«stwem
n∏

i=k+1

(
1− d

n

)
= (1 + o(1))

n∏

i=k+1

exp
(
− d

n

)

= (1 + o(1)) exp
(
−

n∑

i=k+1

d

n

)

= (1 + o(1)) exp
[
− d(1− x)

]
.

Ostatecznie wi¦c

p
(d,0,n)
izol (k) = (1 + o(1))(1− x)d exp

[
− d(1− x)

]
.

Niech Yi, 1 ≤ i ≤ n b¦dzie rodzin¡ zmiennych losowych zde�niowanych
w nast¦puj¡cy sposób

Yi,j =





1 gdy wierzchoªek i jest wierzchoªkiem izolowanym

0 w przeciwnym razie .

Wtedy oczekiwana liczba wierzchoªków izolowanych wynosi

EY (d,0,n)
izol =

n∑
i=1

EYi

= (1 + o(1))n

∫ 1

0

(1− x)d exp
[
− d(1− x)

]
dx

= (1 + o(1))ne−d
∫ 1

0

[
(1− x)ex

]d
dx .
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Wprowad¹my pomocnicz¡ funkcj¦ f : (0, 1) −→ R, okre±lon¡ nast¦puj¡cym
wzorem

f(x) = (1− x)ex .

Rozwijaj¡c funkcj¦ f w szereg Taylora (w pobli»u punktu x0 = 0)
otrzymujemy, »e dla dowolnego x ∈ (0, 1)

f(x) = f(x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)2 +O((x− x0)3)

= 1− 1

2
x2 +O(x3) ,

a zatem

EY (d,0,n)
izol = (1 + o(1))ne−d

∫ 1

0

[
1− 1

2
x2 +O(x3)

]d
dx

= (1 + o(1))ne−d
∫ 1

0

exp
[
− d

2
x2 +O(dx3)

]
dx .

Podstawiaj¡c za x = y/
√
d otrzymujemy

EY (d,0,n)
izol = (1 + o(1))

ne−d√
d

∫ √d
0

exp
[
− y2

2
+O(

y3

√
d

)
]
dy .

Niech 0 < ε < 1/2 b¦dzie dowoln¡ liczb¡, wtedy

EY (d,0,n)
izol = (1 + o(1))

ne−d√
d

(γ1 + γ2) ,

gdzie

γ1 =

∫ dε

0

exp
[
− y2

2
+O(

y3

√
d

)
]
dy ,

γ2 =

∫ √d
dε

exp
[
− y2

2
+O(

y3

√
d

)
]
dy .

Obliczmy najpierw gªówny wyraz γ1

γ1 =

∫ dε

0

exp
[
− y2

2
+O(

(dε)3

√
d

)
]
dy

=
(
1 +O(d−1/2+3ε)

) ∫ dε

0

exp
[
− y2

2

]
dy

=
(
1 +O(d−1/2+3ε)

) ∫ ∞
0

exp
[
− y2

2

]
dy

=
(
1 +O(d−1/2+3ε)

)√2π

2
.
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Dla γ2 otrzymujemy

γ2 ≤
∫ √d
dε

exp
[
− d2ε

2
+O(

d3ε

√
d

)
]
dy

≤
√
d exp

[
− d2ε

2
+O(

d3ε

√
d

)
]
dy

= o(d−9) .

Na mocy dowolno±ci wyboru ε otrzymujemy

EY (d,0,n)
izol =

ne−d√
d

(
1 +O(d−1/2)

)√2π

2

= ne−d
√

π

2d

(
1 +O(d−1/2)

)
.

Twierdzenie 14. Niech d ∈ N. Oczekiwana liczba wierzchoªków, w gra�e
proteuszowym Pn(d, 1), wynosi

EY (d,1,n)
izol = n2−1/4

√
πd−1/2 log−1/4 n exp

(−(1 + o(1))d
√

2√
log n

)

(
1 +O(log−1/2 n)

)d(
1 +O(d−1/2 log1/4 n)

)
.

Dowód. Policzmy najpierw ile wynosi suma wag wszystkich wierzchoªków w
gra�e proteuszowym Pn(d, 1). Przybli»aj¡c sum¦ przez caªk¦ otrzymamy

W =
n∑
i=1

1

i
≥

∫ n+1

1

dx

x
= log(n+ 1) ,

W ≤ 1 +

∫ n

1

dx

x
= 1 + log n .

Oznacza to, »e
W =

(
1 +O(log−1 n)

)
log n .

Prawdopodobie«stwo wyst¦powania (b¡d¹ nie) kraw¦dzi pomi¦dzy dowolnym
wierzchoªkiem j a wierzchoªkiem i zale»y od zmiennej losowej Un(j, i)
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(poªo»enia wierzchoªka i w momencie, gdy po raz ostatni wybrano
wierzchoªek j). Z Twierdzenia 2 wynika, »e dla ε = log−1/2 n

P
( in
j

(1− ε) ≤ Un(j, i) ≤ in

j
(1 + ε)

)
= 1− o(exp(− log3/2 n)).

Oznacza to, »e z prawdopodobie«stwem 1 − o(exp(− log3/2 n)) poªo»enie
wierzchoªka i w momencie, gdy po raz ostatni wybrano wierzchoªek j wynosi

in

j

(
1 +O(

1√
log n

)
)
.

Z tej obserwacji wynika, »e prawdopodobie«stwo, »e w gra�e proteuszowym
istnieje dowolna kraw¦d¹ {i, j} (j > i) wynosi

p(d,1,n)(j, i) = d
(in
j

(
1 +O(log−1/2 n)

))−1

/W

=
(
1 +O(log−1/2 n)

) d

n log n

j

i
.

Policzmy teraz prawdopodobie«stwo, »e ustalony wierzchoªek jest
wierzchoªkiem izolowanym. Niech x ∈ (0, 1). Wierzchoªek k = dxne ∈ [n] jest
wierzchoªkiem izolowanym wtedy i tylko wtedy, gdy w momencie ostatniego
jego wyboru (w czasie trwania procesu proteuszowego) wybraª on wyª¡cznie
wierzchoªki o numerach wi¦kszych ni» k. Co wi¦cej, »aden wierzchoªek
o numerze wi¦kszym ni» k nie wybraª tego wierzchoªka. Pierwsze zdarzenie
zachodzi z prawdopodobie«stwem

o(exp(− log3/2 n)) +
[
1−

k−1∑
i=1

(
1 +O(log−1/2 n)

)

n log n

k

i

]d

= (1 + o(1))
[
1− (1 +O(log−1/2 n)

) x

log n

k−1∑
i=1

1

i

]d

= (1 + o(1))
[
1− (1 +O(log−1/2 n)

) x

log n
log(xn)

]d

= (1 + o(1))

[
1− (1 +O(log−1/2 n)

)
x
(

1 +
log x

log n

)]d

= (1 + o(1))
[
1− (1 +O(log−1/2 n)

)
x
]d
,
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drugie za± z prawdopodobie«stwem

o(exp(− log3/2 n)) +
n∏

i=k+1

[
1− (1 + o(1)

) d

n log n

i

k

]

= (1 + o(1))
n∏

i=k+1

exp
[
− (1 + o(1)

) d

n log n

i

k

]

= (1 + o(1)) exp
[
− (1 + o(1)

) d

xn2 log n

n∑

i=k+1

i
]

= (1 + o(1)) exp
[
− (1 + o(1)

) d

xn2 log n

k + 1 + n

2
(n− k)

]

= (1 + o(1)) exp
[
− (1 + o(1)

)d(1 + x)(1− x)

2x log n

]
.

Ostatecznie wi¦c

p
(d,1,n)
izol (k) = (1 + o(1))

[
1− (1 +O(log−1/2 n)

)
x
]d

exp
[
− (1 + o(1)

)d(1 + x)(1− x)

2x log n

]
.

Niech Yi, 1 ≤ i ≤ n b¦dzie rodzin¡ zmiennych losowych zde�niowanych
w nast¦puj¡cy sposób

Yi,j =





1 gdy wierzchoªek i jest wierzchoªkiem izolowanym

0 w przeciwnym razie .
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Wtedy oczekiwana liczba wierzchoªków izolowanych wynosi

EY (d,1,n)
izol =

n∑
i=1

EYi

= (1 + o(1))n

∫ 1

0

[
1− (1 +O(log−1/2 n)

)
x
]d

exp
[
− (1 + o(1)

)d(1− x2)

2x log n

]
dx

=
(
1 +O(log−1/2 n)

)d
n

∫ 1

0

exp

[
(1 + o(1))d

(
− x− 1− x2

2x log n

)]
dx

=
(
1 +O(log−1/2 n)

)d
n

∫ 1

0

exp

[
(1 + o(1))d

(
− x
(

1− 1

2 log n

)
− 1

2x log n

)]
dx

=
(
1 +O(log−1/2 n)

)d
n

∫ 1

0

exp

[
(1 + o(1))d

(
− x− 1

2x log n

)]
dx .

Podstawiaj¡c za x = y/
√

log n otrzymujemy

EY (d,1,n)
izol =

(
1 +O(log−1/2 n)

)d n√
log n

∫ √logn

0

exp

[
(1 + o(1))

(
− y − 1

2y

) d√
log n

]
dy .

Wprowad¹my pomocnicz¡ funkcj¦ h : (0, 1) −→ R, okre±lon¡ nast¦puj¡cym
wzorem

h(y) = −y − 1

2y
.

Rozwijaj¡c funkcj¦ h w szereg Taylora (w pobli»u punktu y0 = 1/
√

2), dla
dowolnego y ∈ (0, 1) otrzymujemy

h(y) = h(y0) +
h′′(y0)

2
(y − y0)2 +O((y − y0)3)

= −
√

2

[
1 +

(
y − 1√

2

)2

+O
((
y − 1√

2

)3)]
.
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Wykorzystuj¡c powy»szy wzór, a nast¦pnie wykonuj¡c podstawienie za
y = z + 1/

√
2 oraz za z = t2−3/4 log1/4 nd−1/2 otrzymujemy

EY (d,1,n)
izol =

(
1 +O(log−1/2 n)

)d n√
log n

∫ √logn

0

exp

[
(1 + o(1))

(
1 +

(
y − 1√

2

)2

+O
((
y − 1√

2

)3))−d√2√
log n

]
dy

=
(
1 +O(log−1/2 n)

)d
n

exp(−(1+o(1))d
√

2√
logn

)
√

log n
∫ √logn

0

exp

[
(1 + o(1))

((
y − 1√

2

)2

+O
((
y − 1√

2

)3))−d√2√
log n

]
dy

=
(
1 +O(log−1/2 n)

)d
n

exp(−(1+o(1))d
√

2√
logn

)
√

log n
∫ √logn−1/

√
2

−1/
√

2

exp

[
(1 + o(1))

(
z2 +O(z3)

)−d√2√
log n

]
dz

=
(
1 +O(log−1/2 n)

)d
n2−3/4d−1/2 log−1/4 n exp

(−(1 + o(1))d
√

2√
log n

)

∫ O(d1/2 log1/4 n)

−O(d1/2 log−1/4 n)

exp
[
− t2

2
+O(t3d−1/2 log1/4 n)

]
dt .

Niech ε > 0 b¦dzie dowoln¡ liczb¡ tak¡, »e dε = O(d1/2 log−1/4 n). Wtedy

EY (d,1,n)
izol =

(
1 +O(log−1/2 n)

)d
n2−3/4d−1/2 log−1/4 n

exp
(−(1 + o(1))d

√
2√

log n

)
(γ1 + γ2 + γ3) ,

gdzie

γ1 =

∫ −dε

−O(d1/2 log−1/4 n)

exp
[
− t2

2
+O(t3d−1/2 log1/4 n)

]
dt ,

γ2 =

∫ dε

−dε
exp

[
− t2

2
+O(t3d−1/2 log1/4 n)

]
dt ,

γ3 =

∫ O(d1/2 log1/4 n)

dε
exp

[
− t2

2
+O(t3d−1/2 log1/4 n)

]
dt .
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Obliczmy najpierw gªówny wyraz γ2

γ2 =

∫ dε

−dε
exp

[
− t2

2
+O(d3εd−1/2 log1/4 n)

]
dt

=
(
1 +O(d−1/2+3ε log1/4 n)

) ∫ dε

−dε
exp

[
− t2

2

]
dt

=
(
1 +O(d−1/2+3ε log1/4 n)

) ∫ ∞
−∞

exp
[
− t2

2

]
dt

=
√

2π
(
1 +O(d−1/2+3ε log1/4 n)

)

Oszacujmy teraz γ3.

γ3 ≤
∫ O(d1/2 log1/4 n)

dε
exp

[
− d2ε

2
+O(d3εd−1/2 log1/4 n)

]
dt

≤ O(d1/2 log1/4 n) exp
[
− d2ε

2
+O(d3εd−1/2 log1/4 n)

]

= o(d−9)

Analogicznie mo»emy pokaza¢, »e γ1 = o(d−9), a zatem na mocy dowolno±ci
wyboru ε otrzymujemy

EY (d,1,n)
izol = n2−1/4

√
πd−1/2 log−1/4 n exp

(−(1 + o(1))d
√

2√
log n

)

(
1 +O(log−1/2 n)

)d(
1 +O(d−1/2 log1/4 n)

)
.
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3 Skªadowe spójno±ci grafu proteuszowego
W rzeczywistych sieciach (w szczególno±ci w sieciach internetowych) istotne
jest, aby dowolna para wierzchoªków byªa poª¡czona ±cie»k¡ i, je±li to
mo»liwe, by dªugo±¢ tej ±cie»ki byªa jak najmniejsza. Naturalne wi¦c wydaj¡
si¦ pytania o próg spójno±ci czy o ±rednic¦ najwi¦kszej skªadowej. Spójno±¢
oraz stosunkowo niewielka ±rednica daj¡ nadziej¦ na szybk¡ zbie»no±¢
algorytmów dziaªaj¡cych na tego typu strukturach. W niniejszym rozdziale
zajmiemy si¦ tymi zagadnieniami.

3.1 Funkcja progowa dla spójno±ci
Niech ρn(d, η) oznacza prawdopodobie«stwo, »e graf proteuszowy Pn(d, η)

jest spójny. Nasze rozwa»ania rozpoczniemy od najprostszego przypadku,
gdy η = 0. Oznacza to, »e w ka»dym kroku procesu proteuszowego
Pn(d, 0) wszystkie wierzchoªki posiadaj¡ identyczn¡ wag¦, bez wzgl¦du na ich
poªo»enie w permutacji (tj. bez wzgl¦du na ich �wiek�). W tym przypadku
prawdopodobie«stwo, »e dwa dowolne wierzchoªki s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡
wynosi

p(i, j) = p′(n) = 1− (1− 1/n)d = d/n+O(d2/n2) .

Mogªoby si¦ wydawa¢ zatem, i» próg spójno±ci w tym gra�e b¦dzie identyczny
jak w standardowym modelu G(n, p′). Okazuje si¦ jednak, »e struktura
zale»no±ci grafu proteuszowego sprawia, »e funkcje progowe dla spójno±ci
w przypadku grafów Pn(d, η) i G(n, p′) ró»ni¡ si¦ wyrazami drugiego rz¦du
(przypomnijmy, »e dla G(n, p) funkcja ta wynosi p(n) = (log n + O(1))/n,
patrz Twierdzenie 7.3 [6]).

Twierdzenie 15. Niech d = d(n) = log n− 1
2

log log n+ a(n). Wtedy

lim
n→∞

ρn(d, 0) =





1 gdy a(n)→∞
exp

(−
√
π/2e−a

)
gdy a(n)→ a

0 gdy a(n)→ −∞ .
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Dowód. Zgodnie z Twierdzeniem 13 oczekiwana liczba Y (d,0,n)
izol wierzchoªków

izolowanych, w gra�e proteuszowym Pn(d, 0), wynosi

EY (d,0,n)
izol =

(
1 +O(d−1/2)

)
ne−d

√
π

2d

=
(
1 +O(log−1/2 n)

)
ne− logn+ 1

2
log logn−a(n)

×
√

π

2(log n− 1
2

log log n+ a(n))

=
(
1 + o(1)

)
e−a(n)

√
π

2
.

Co wi¦cej, mo»na pokaza¢, »e dla dowolnego r ≥ 2, r-ty moment silniowy
zmiennej losowej Y (d,0,n)

izol , d¡»y do e−r·a(n)(π/2)r/2. Istotnie, podobnie jak
w dowodzie Twierdzenia 13, z Twierdzenia 5 wynika, »e prawdopodobie«stwo,
»e ustalona r-ka wierzchoªków o numerach k1, . . . , kr, gdzie ki = dxine ∈ [n]

oraz 0 ≤ xi ≤ 1 dla i = 1, 2, . . . , r, jest izolowana wynosi

(1 + o(1))
r∏
i=1

p
(d,0,n)
izol (ki) ,

gdzie
p

(d,0,n)
izol (k) = (1− x)d exp

[
− d(1− x)

]
.

St¡d

ErY (d,0,n)
izol = Y

(d,0,n)
izol (Y

(d,0,n)
izol − 1) . . . (Y

(d,0,n)
izol − r + 1)

= (1 + o(1))nr
∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

p
(d,0,n)
izol (x1n) . . . p

(d,0,n)
izol (xrn) dxr . . . dx1

= (1 + o(1))nr
(
e−d
√

π

2d

(
1 +O(d−1/2)

))r

= (1 + o(1))e−r·a(n)(π/2)r/2 .

Oznacza to, »e zmienna losowa Y
(d,0,n)
izol d¡»y do zmiennej losowej

o rozkªadzie Poissona z parametrem e−a(n)
√
π/2, w szczególno±ci za±, »e

prawdopodobie«stwo, »e graf proteuszowy Pn(d, 0) nie zawiera wierzchoªków
izolowanych d¡»y do exp

(− e−a(n)
√
π/2
)
, przy n→∞.
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Poka»emy teraz, »e dla dowolnego d = d(n) > 0, 99 log n, graf
proteuszowy Pn(d, 0) skªada si¦ z du»ej skªadowej oraz, by¢ mo»e, z pewnej
liczby wierzchoªków izolowanych. W gra�e proteuszowym Pn(d, 0) nie ma
skªadowych o rozmiarze k, 2 ≤ k ≤ 2n/3. Istotnie, na

(
n
k

)
sposobów mo»na

wybra¢ wierzchoªki wchodz¡ce w skªad takiej skªadowej. Na ustalonych
k wierzchoªkach mo»na utworzy¢ kk−2 ró»nych drzew rozpinaj¡cych t¦
skªadow¡ (wzór Cayley'a). Zauwa»my, »e co najwy»ej 2k/

√
d wierzchoªków

drzewa ma stopie« wi¦kszy ni»
√
d. Oznacza to, »e prawdopodobie«stwo, »e

»aden wierzchoªek drzewa nie jest poª¡czony z wierzchoªkami na zewn¡trz
drzewa mo»na oszacowa¢ z góry przez (patrz uwaga po Twierdzeniu 6)

(1− d/n)(k−2k/
√
d)(n−k) = (1− d/n)(1+o(1))k(n−k) ,

a prawdopodobie«stwo istnienia k − 1 kraw¦dzi tego drzewa przez (d/n)k−1.
Zatem prawdopodobie«stwo, »e Pn(d, 0) zawiera skªadow¡ o rozmiarze k,
2 ≤ k ≤ 2n/3, mo»na oszacowa¢ z góry przez

2n/3∑

k=2

(
n

k

)
kk−2(1− d/n)(1+o(1))k(n−k)(d/n)k−1

≤
2n/3∑

k=2

(en
k

)k
kk−2 exp

(− (1 + o(1))dk(n− k)/n
)
(d/n)k−1

≤
2n/3∑

k=2

nk−2ekdk−1 exp
(− (1 + o(1))dk(n− k)/n

)

≤
2n/3∑

k=2

nek logk n exp
(− 0, 98k(n− k) log n/n

)

≤ ne2 log2 n · n−1,94 + ne3 log3 n · n−2,91 + n

2n/3∑

k=4

(
e log n · n−0,32

)k

≤ o(n−0,25) + ne4 log4 n · n−4·0,32

∞∑

k=0

(
e log n · n−0,32

)k

= o(n−0,25) + o(n−0,25)(1 + o(1)) = o(n−0,25) .
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Oznacza to, »e prawie na pewno graf proteuszowy Pn(d, 0) skªada si¦
wyª¡cznie z du»ej skªadowej oraz (by¢ mo»e) wierzchoªków izolowanych, co
ko«czy dowód.

Znalezienie funkcji progowej dla spójno±ci Pn(d, η), gdy η ∈ (0, 1)

jest zadaniem nieco trudniejszym. Poni»sze twierdzenie szacuje t¦ funkcj¦
z dokªadno±ci¡ do czynnika 1 + o(1).

Twierdzenie 16. Niech η ∈ (0, 1), d = d(n) = a log n, gdzie a > 0 jest staª¡.
Wtedy

lim
n→∞

ρn(d, η) =





1 gdy a > 1/g(x0(η))

0 gdy a < 1/g(x0(η)) ,

gdzie x0 = x0(η) ∈ (0, 1) b¦dzie punktem, w którym funkcja g : (0, 1) −→ R,
okre±lona wzorem

g(x) =
1− η
1 + η

(x−η − x)− log(1− x) ,

posiada minimum, tj. x0(η) jest rozwi¡zaniem równania

(1− η)ηx−1−η + 1− η =
1 + η

1− x .

Dowód. Dowód tego twierdzenia jest oparty na rozumowaniu podobnym
do tego, którego u»yli±my do pokazania Twierdzenia 15. Zgodnie
z Twierdzeniem 12 oczekiwana liczba Y

(d,η,n)
izol wierzchoªków izolowanych,

w gra�e proteuszowym Pn(d, η), wynosi

EY (d,η,n)
izol = n

√
2π

exp
[− (1 + o(1))dg(x0)

]
√

(1 + o(1))g′′(x0)d

×(1 +O(d−1/2)
)(

1 +O(log−1/2 n)
)d

= O(1)n1+o(1)d−1/2 exp
[− (1 + o(1))dg(x0)

]
.
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Oznacza to, »e gdy d = d(n) = a log n, gdzie a > 1/g(x0(η)) oczekiwana
liczba wierzchoªków izolowanych d¡»y do zera. Zatem, z nierówno±ci
Markowa wynika, »e prawie na pewno graf Pn(d, η) nie zawiera izolowanych
wierzchoªków.

Przypu±¢my teraz, »e a < 1/g(x0(η)). W tym przypadku, oczekiwana
liczba wierzchoªków izolowanych d¡»y do niesko«czono±ci. Korzystaj¡c
z Twierdzenia 5 mo»na udowodni¢, »e Var Y

(d,η,n)
izol = o((EY (d,η,n)

izol )2), co na
mocy nierówno±ci Czebyszewa oznacza, »e prawie na pewno graf proteuszowy
Pn(d, η) zawiera wierzchoªek izolowany.

Poka»emy teraz, »e dla dostatecznie maªego δ > 0 oraz d(n) >

(1/g(x0(η))− δ) log n, graf proteuszowy Pn(d, η) zawiera du»¡ skªadow¡ oraz
(by¢ mo»e) pewn¡ liczb¦ wierzchoªków izolowanych. Niech c b¦dzie maª¡,
dodatni¡ staª¡, która zostanie okre±lona pó¹niej. Rozwa»my podgraf H grafu
Pn(d, η) indukowany poprzez nast¦puj¡cy zbiór wierzchoªków

V (H) = {i ∈ [n] : cn < i ≤ n} .
Oznaczmy przez m = (1− c)n rozmiar tego zbioru.

Na mocy Twierdzenia 5, mo»emy oszacowa¢ prawdopodobie«stwo, »e
dowolny wierzchoªek k = dxne ∈ V (H) nie posiada s¡siadów w zbiorze
V (H) \ {v1, . . . , vl}, dla dowolnej staªej l oraz dowolnych wierzchoªków
v1, . . . , vl ∈ V (H), przez (patrz równie» Twierdzenie 11)

(1 + o(1))
[
1− (1 +O(log−1/2 n)

) ∑

i∈V (H)\{v1,...,vl},i<k

(1− η)

n

(k
i

)η]d

×
∏

i∈V (H)\{v1,...,vl},i>k

[
1− (1 + o(1)

)
(1− η)

d

n

( i
k

)η]

=
(
1 +O(log−1/2 n)

)d
(1− x+ c1−ηxη)d

× exp
[
− (1 + o(1)

)1− η
1 + η

d
(
x−η − x)

]
.

Dobieraj¡c odpowiednio maª¡ staª¡ c mo»emy sprawi¢ by
prawdopodobie«stwo to byªo mniejsze ni»

no(1) exp
[
− 0, 75 d g(x0(η))

]
.
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Niech k0 b¦dzie staª¡, dla której zachodzi nast¦puj¡ca nierówno±¢

0, 2 · (1− η)k0/g(x0(η)) > 2 .

Poka»emy najpierw, »e w gra�e H nie ma skªadowych o rozmiarze k, gdzie
2 ≤ k < k0. Istotnie, zauwa»my, »e prawdopodobie«stwo istnienia kraw¦dzi
w drzewie rozpinaj¡cym skªadow¡ o rozmiarze k = O(1) = o(d) mo»na
oszacowa¢ z góry przez d/(cn) (patrz uwaga po Twierdzeniu 6). Zatem
prawdopodobie«stwo, »e istnieje skªadowa o rozmiarze k, 2 ≤ k < k0 mo»na,
podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 15, oszacowa¢ z góry przez

k0−1∑

k=2

(
m

k

)
kk−2

(
no(1) exp

[
− 0, 75 d g(x0(η))

])k( d
cn

)k−1

≤
k0−1∑

k=2

(en
k

)k
kk−2no(1) exp

[
− 0, 75k d g(x0(η))

]( d
cn

)k−1

≤
k0−1∑

k=2

n1+o(1)k−2ek
( log n

cg(x0(η))

)k−1

× exp
[
− 0, 75k (1/g(x0(η))− δ)g(x0(η)) log n

]

≤ n1+o(1)
( e log n

cg(x0(η))

)k0
k0−1∑

k=2

k−2 exp
[
− 0, 7k log n

]

≤ o(n−0,3)

k0−1∑

k=2

k−2 = o(n−0,3) ,

dobieraj¡c dostatecznie maªy parametr δ.
Poka»emy teraz, »e w gra�e H nie ma równie» skªadowych o rozmiarze k,

k0 ≤ k ≤ 2n/3. Istotnie, identycznie jak w dowodzie Twierdzenia 15 mo»emy
oszacowa¢ z góry prawdopodobie«stwo, »e »aden wierzchoªek w drzewie
rozpinaj¡cym spójn¡ skªadow¡ nie jest poª¡czony z wierzchoªkami na
zewn¡trz drzewa przez

(1− (1− η)d/n)(k−2k/
√
d)(m−k) = (1− (1− η)d/n)(1+o(1))k(m−k) .
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Zatem prawdopodobie«stwo, »e istnieje skªadowa o rozmiarze k, k0 ≤ k ≤
2n/3 mo»na oszacowa¢ z góry przez

2n/3∑

k=k0

(
m

k

)
kk−2(1− (1− η)d/n)(1+o(1))k(m−k)

( d
cn

)k−1

≤
2n/3∑

k=k0

(en
k

)k
kk−2 exp

(
− (1 + o(1))(1− η)dk(m− k)/n

)( d
cn

)k−1

≤
2n/3∑

k=k0

nk−2ek
(d
c

)k−1

exp
(
− 0, 3 · (1− η)kd

)

≤
2n/3∑

k=k0

nek
( log n

cg(x0(η))

)k
exp

(
− 0, 3 · (1− η)k(1/g(x0(η))− δ) log n

)

≤ n

2n/3∑

k=k0

( e log n

cg(x0(η))
n−0,2·(1−η)/g(x0(η))

)k

≤ n
( e log n

cg(x0(η))
n−0,2·(1−η)/g(x0(η))

)k0

(1 + o(1)) = o(n−0,9) ,

dobieraj¡c dostatecznie maªe parametry c oraz δ.
Oznacza to, »e prawie na pewno podgraf H skªada si¦ wyª¡cznie

z du»ej skªadowej oraz (by¢ mo»e) pewnej liczby wierzchoªków izolowanych.
Co wi¦cej, liczba wierzchoªków izolowanych w H jest mniejsza ni»
n0.5. Istotnie, korzystaj¡c z wcze±niejszych rozwa»a«, liczb¦ wierzchoªków
izolowanych w podgra�e H mo»na oszacowa¢ przez

n1+o(1) exp
[
− 0, 75 d g(x0(η))

]
,

co przy dostatecznie maªym parametrze δ jest mniejsze ni» n0.3. Ostatecznie
wi¦c, na mocy nierówno±ci Markowa, prawdopodobie«swo, »e w podgra�e H
jest wi¦cej ni» n0.5 wierczhoªków izolowanych d¡»y do zera.
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Aby zako«czy¢ dowód wystarczy pokaza¢, »e dowolny wierzchoªek i <

cn, w gra�e proteuszowym Pn(d, η), jest poª¡czony z du»¡ skªadow¡
w H. Istotnie, oznaczaj¡c przez I zbiór wierzchoªków izolowanych w H,
prawdopodobie«stwo, »e dowolny wierzchoªek i = dxne < cn nie jest
poª¡czony z du»¡ skªadow¡ mo»na oszacowa¢ przez
∏

j∈V (H)\I

[
1− (1 + o(1)

)(1− η)

n

(j
i

)η]d

= (1 + o(1)) exp
[
− (1 + o(1)

)1− η
1 + η

d
(
x−η − x)

]

≤ (1 + o(1)) exp
[
− (1 + o(1)

)1− η
1 + η

(1/g(x0(η))− δ)(c−η − 1
)

log n
]

= o(n−1) ,

dobieraj¡c dostatecznie maªe parametry c oraz δ.

3.2 �rednica najwi¦kszej skªadowej
W niniejszym podrozdziale zajmiemy si¦ zagadnieniem istnienia w gra�e
proteuszowym Pn(d, η) du»ej skªadowej oraz badaniem jej ±rednicy. Istnienie
du»ej skªadowej w gra�e posiadaj¡cym staªy ±redni stopie« oraz fakt,
»e dowolne dwa wierzchoªki w tej skªadowej s¡ poª¡czone stosunkowo
krótk¡ ±cie»k¡ pozwalaj¡ traktowa¢ graf Pn(d, η) jako dobry model
grafu internetowego (przypomnijmy równie», »e graf proteuszowy posiada
identyczny, jak w przypadku grafu internetowego, pot¦gowy rozkªad stopni,
patrz Twierdzenie 8).

Gªówne wyniki tej cz¦±ci pracy to Twierdzenia 23 i 25 oraz wynikaj¡ce
z nich Twierdzenie 17. Z Twierdzenia 23 wynika, »e istnieje staªa C ∈ R+

taka, »e ±rednica najwi¦kszej skªadowej w gra�e proteuszowym Pn(d, η) jest
mniejsza ni» C log n. Na podstawie Twierdzenia 25 wnioskujemy równie»
istnienie staªej c = c(d, η) ∈ R+ takiej, »e ±rednica najwi¦kszej skªadowej jest
wi¦ksza ni» c log n. W twierdzeniach tych zakªadamy, z pewnych wzgl¦dów
technicznych, »e d ≥ 13 oraz η ∈ [0, 58; 0, 92]. Zgodnie z Twierdzeniem 8
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o rozkªadzie stopni w gra�e proteuszowym, zakres powy»szych parametrów
jest wystarczaj¡cy do modelowania rzeczywistej sieci internetowej.

Oszacowania wynikaj¡ce z tych dwóch twierdze« podsumowuje
nast¦puj¡cy wynik.

Twierdzenie 17. Niech d ≥ 13 b¦dzie ustalon¡ liczb¡ naturaln¡ i η ∈
[0, 58; 0, 92]. Istniej¡ staªe C ∈ R+ oraz c = c(d, η) ∈ R+, takie »e ±rednica
du»ej skªadowej w gra�e proteuszowym Pn(d, η) jest wi¦ksza ni» c log n oraz
mniejsza ni» C log n.

3.2.1 Oszacowanie górne

Niech d ≥ 13 b¦dzie ustalon¡ liczb¡ naturaln¡ oraz η ∈ [0, 58; 0, 92].
Poka»emy, »e ±rednica grafu proteuszowego Pn(d, η) wynosi O(log n).
W tym celu rozwa»my proces przeszukiwania wszerz grafu proteuszowego
Pn(d, η) startuj¡cy z dowolnego wierzchoªka v. Przypomnijmy, »e proces
ten inicjujemy wstawiaj¡c wierzchoªek v do kolejki Q oraz oznaczaj¡c
v jako �odwiedzony�. W k-tym kroku procesu, pobieramy z kolejki Q
wierzchoªek vk = xkn. Przez mk oznaczmy liczb¦ wszystkich �odwiedzonych�
wierzchoªków w tym momencie. Nast¦pnie oznaczamy vk jako �przetworzony�
(tym samym ka»dy wierzchoªek �przetworzony� jest traktowany równie» jako
�odwiedzony�), wstawiamy do Q wszystkich �nieodwiedzonych� s¡siadów
wierzchoªka vk oznaczaj¡c ich jako wierzchoªki �odwiedzone�. Przez Xk =

Xk(xk,mk) oznaczmy liczb¦ wierzchoªków dodanych do kolejki Q w k-
tym kroku procesu. Zauwa»my, »e zmienna losowa Xk zale»y równie» od
poªo»enia wierzchoªka j, z którego �dotarli±my� do aktualnego wierzchoªka
(od poªo»enia ojca vk); je»eli j < vk, to Xk(xk,mk) b¦dziemy oznacza¢
przez Xk(xk,mk,−), a gdy j > vk przez Xk(xk,mk,+). Proces ko«czymy
w momencie, gdy kolejka Q b¦dzie pusta; wszystkie wierzchoªki znajduj¡ce
si¦ w spójnej skªadowej zawieraj¡cej wierzchoªek v zostan¡ �przetworzone�.

69



W rozdziale tym skorzystamy z dobrze znanych osi¡gni¦¢ teorii
procesów gaª¡zkowych Galtona�Watsona. Rozwa»my standardowy proces
gaª¡zkowy [3], w którym ka»da cz¡stka mo»e produkowa¢ inne cz¡stki
tej samej postaci. Niech w chwili pocz¡tkowej dana b¦dzie jedna
cz¡stka (�pokolenie zerowe�), która w wyniku �podziaªu� przechodzi
z prawdopodobie«stwem pk, k = 0, 1, 2, . . . , w k cz¡stek tego samego typu,∑∞

k=0 pk = 1. Otrzymane cz¡stki stanowi¡ �pierwsze pokolenie�. Ka»da
z cz¡stek tego pokolenia zachowuje si¦ dokªadnie tak samo, jak cz¡stka
wyj±ciowa, niezale»nie od dotychczasowej historii podziaªu cz¡stek i od
przyszªych losów innych cz¡stek. W ten sposób dostajemy �drugie pokolenie�
itd. Oznaczmy przezWl liczb¦ cz¡stek w l�tym pokoleniu. Dla opisania ci¡gu
{Wl}∞l=0 wprowadzimy do rozwa»a« niezale»ne od siebie ci¡gi niezale»nych
zmiennych losowych o jednakowym rozkªadzie {Z1

j }∞j=1, {Z2
j }∞j=2, . . . , gdzie

zmienne losowe Zi
j maj¡ rozkªad

P(Zi
j = k) = pk, k = 0, 1, 2, . . .

Wówczas ci¡g {Wl}∞l=0 mo»na przedstawi¢ w postaci

W0 = 1

W1 = Z1
1

W2 = Z2
1 + · · ·+ Z2

W1

...
Wl = Z l

1 + · · ·+ Z l
Wl−1

.

Przez degeneracj¦ b¦dziemy rozumie¢ zdarzenie polegaj¡ce na tym, »e
poczynaj¡c od pewnego l0 wszystkie Wl, l > l0 s¡ równe 0 (je»eli Wl0 = 0, to
oczywi±cie Wl0+1 = Wl0+2 = · · · = 0). Teoria procesów gaª¡zkowych mówi,
»e prawdopodobie«stwo degeneracji jest równe najmniejszemu pierwiastkowi
równania z = f(z), gdzie f jest funkcj¡ tworz¡c¡ zmiennej losowej Z1

1 (patrz
na przykªad [4, 5]).

70



Twierdzenie 18. Rozwa»my gaª¡zkowy proces Galtona�Watsona. Niech Zi
j

oznacza liczb¦ potomków j-tego osobnika z i-tego pokolenia. Zaªó»my, »e
zmienne losowe {Zi

j : i, j = 1, 2, . . . } s¡ niezale»ne i maj¡ ten sam rozkªad
prawdopodobie«stwa

P(Zi
j = k) = pk, dla k = 0, 1, 2, . . . ,

gdzie p0 > 0. Przez f(z) oznaczmy funkcj¦ tworz¡c¡ zmiennej losowej Z1
1

zde�niowan¡ wzorem

f(z) =
∞∑

k=0

pk · zk .

Wówczas, gdy EX ≤ 1, to prawdopodobie«stwo degeneracji wynosi 1.
W przypadku, gdy EX > 1 prawdopodobie«stwo degeneracji jest równe
z0, gdzie z0 < 1 jest najmniejszym nieujemnym pierwiastkiem równania
z = f(z).

Zauwa»my, »e proces przeszukiwania wszerz przypomina proces
gaª¡zkowy, z t¡ ró»nic¡, »e rozkªad zmiennej losowej Xk(xk,mk), b¦d¡cej
liczb¡ nowych wierzchoªków, które zostaj¡ doª¡czone do skªadowej w k�tym
kroku procesu, zale»y od dotychczasowego jego przebiegu. Poka»emy jednak,
»e gdy mk < n2/3 to

P(Xk(xk,mk) ≤ 1) ≤ 1/3 .

Oznacza to, »e zmienn¡ losow¡ Xk(xk,mk) mo»na oszacowa¢ z doªu przez
niezale»n¡ zmienn¡ losow¡ X o rozkªadzie

P(X = 0) = 1/3 ,

P(X = 2) = 2/3 .

Twierdzenie 19. Dla ka»dego k ∈ N, xk ∈ (0, 1) oraz mk < n2/3

P(Xk(xk,mk) ≤ 1) ≤ 1/3 . (6)
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Dowód. Dla dowolnych a, b ∈ [n], a < b waga wierzchoªka a jest wi¦ksza od
wagi wierzchoªka b. Oznacza to, »e suma wag dowolnych mk wierzchoªków
jest nie wi¦ksza ni» suma wag n2/3 pocz¡tkowych wierzchoªków. Zatem
prawdopodobie«stwo, »e wierzchoªek w czasie trwania procesu proteuszowego
wybraª wierzchoªek spo±ród wybranych uprzednio mk wierzchoªków jest nie
wi¦ksze ni»

∑n2/3

i=1 i
−η

∑n
i=1 i

−η = (1 + o(1))

∫ n−1/3

0
t−ηdt∫ 1

0
t−ηdt

= (1 + o(1))n−1/3(1−η) .

Mo»emy zatem zaªo»y¢, »e powy»sza sytuacja nie wyst¦puje.
Oznaczmy przez

w(η, x) =
n∑

l=dx·ne+1

p(1,η,n)(l, dxne)

=
(
1 + o(1)

)1− η
n

n∑

l=dx·ne+1

( l

dxne
)η

=
(
1 + o(1)

)
(1− η)

∫ 1

x

( t
x

)η
dt

=
(
1 + o(1)

)1− η
1 + η

x−η(1− x1+η)

=
(
1 + o(1)

)1− η
1 + η

(x−η − x) .

Policzmy najpierw prawdopodobie«stwo, »e Xk(xk,mk,−) = 0. Oznacza
to, »e wierzchoªek i = dxkne w momencie kiedy byª ostatni raz �od±wie»any�
wybraª ze zbioru wierzchoªków {1, 2, . . . , i− 1} tylko ustalony wierzchoªek j
oraz »aden z wierzchoªków ze zbioru {i+ 1, i+ 2, . . . , n} nie wybraª i.

P(Xk(xk,mk,−) = 0) = (1 + o(1))(1− x)d−1

n∏

l=i+1

(1− p(d,η,n)(l, i))

= (1 + o(1))(1− x)d−1

n∏

l=i+1

exp(−d · p(1,η,n)(l, i))

= (1 + o(1))(1− x)d−1 exp(−d
n∑

l=i+1

p(1,η,n)(l, i))

= (1 + o(1))(1− x)d−1 exp(−dw(η, x))
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Podobnie Xk(xk,mk,+) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy wierzchoªek
i = dxkne w momencie kiedy byª ostatni raz �od±wie»any� nie wybraª »adnego
wierzchoªka ze zbioru {1, 2, . . . , i − 1} oraz »aden z wierzchoªków ze zbioru
{i + 1, i + 2, . . . , n}, za wyj¡tkiem ustalonego wierzchoªka j, nie wybraª i.
Mamy zatem

P(Xk(xk,mk,+) = 0) = (1 + o(1))(1− x)d
n∏

l=i+1
l6=j

(1− p(d,η,n)(l, i))

= (1 + o(1))(1− x)d
n∏

l=i+1
l6=j

exp(−d · p(1,η,n)(j, i))

= (1 + o(1))(1− x)d exp(−d
n∑

l=i+1
l6=j

p(1,η,n)(j, i))

= (1 + o(1))(1− x)d exp(−dw(η, x)) .

St¡d

P(Xk(xk,mk) = 0) ≤ (1 + o(1))(1− x)d−1 exp(−dw(η, x)) .

Analogicznie mo»na pokaza¢, »e

P(Xk(xk,mk) = 1) ≤ P(Xk(xk,mk,−) = 1)

= (1 + o(1))dx(1− x)d−2

n∏

l=i+1

(1− p(d,η,n)(l, i))

+ (1 + o(1))(1− x)d−1

n∑
s=i+1

p(d,η,n)(s, i)
n∏

l=i+1
l6=s

(1− p(d,η,n)(l, i))

= (1 + o(1))dx(1− x)d−2 exp(−dw(η, x))

+ (1 + o(1))(1− x)d−1d exp(−dw(η, x))
n∑

s=i+1

p(1,η,n)(s, i)

= (1 + o(1))dx(1− x)d−2 exp(−dw(η, x))

+ (1 + o(1))(1− x)d−1dw(η, x) exp(−dw(η, x)) ,
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ostatecznie wi¦c

P(Xk(xk,mk) ≤ 1) = P(Xk(xk,mk) = 1) + P(Xk(xk,mk) = 0)

≤ (1 + o(1))dx(1− x)d−2 exp(−dw(η, x))

+ (1 + o(1))(1− x)d−1dw(η, x) exp(−dw(η, x))

+ (1 + o(1))(1− x)d−1 exp(−dw(η, x))

= (1 + o(1))
[
dx+ dw(η, x)(1− x) + (1− x)

]

×(1− x)d−2 exp(−dw(η, x)) .

Poka»emy teraz, »e dla d ≥ 13, η ∈ [0, 58; 0, 92], mk < n2/3, xk ∈
(0, 1) prawdziwa jest nierówno±¢ (6). Niestety, ze wzgl¦dów technicznych,
musimy podzieli¢ interesuj¡cy nas zakres parametrów na kilka podzakresów
i szacowa¢ w zale»no±ci od wyst¦puj¡cego przypadku.

Przypadek 1. Zaªó»my, »e xk ∈ [0, xmax], η ∈ [ηmin, ηmax], wtedy

P(Xk(xk,mk) ≤ 1) ≤ (1 + o(1))(dx+ dw(η, x) + 1) exp(−dw(η, x)) .

Zauwa»my, »e funkcja w(η, x) (dla ustalonego η ∈ (0, 1)) jest funkcj¡
malej¡c¡. Oznaczmy przez

ŵ = min
x∈[0,xmax]

η∈[ηmin,ηmax]

w(η, x) =
(
1 + o(1)

)1− ηmax

1 + ηmax

(x−ηmin
max − xmax) .

Zauwa»my równie», »e funkcja f(x) = xe−x jest funkcj¡ malej¡c¡ na
przedziale [1,∞), a zatem zachodzi poni»sza nierówno±¢ (o ile dŵ ≥ 1)

P(Xk(xk,mk) ≤ 1) ≤ (1 + o(1))(dxmax + dŵ + 1) exp(−dŵ) .

W szczególno±ci dla nast¦puj¡cych trzech podprzypadków




xmax = 0, 15, ηmin = 0, 58, ηmax = 0, 8

xmax = 0, 15, ηmin = 0, 8, ηmax = 0, 9

xmax = 0, 15, ηmin = 0, 9, ηmax = 0, 92
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zachodzi nierówno±¢ (6).

Przypadek 2. Zaªó»my, »e xk ∈ [xmin, xmax], η ∈ [ηmin, ηmax]. Analogicznie jak
poprzednio mo»na pokaza¢, »e gdy dŵ ≥ 1

P(Xk(xk,mk) ≤ 1) ≤ (1 + o(1))[dxmax + dŵ(1− xmin) + (1− xmin)]

×(1− xmin)d−2 exp(−dŵ) .

W szczególno±ci dla nast¦puj¡cych dwóch podprzypadków



xmin = 0, 15, xmax = 0, 35, ηmin = 0, 58, ηmax = 0, 885

xmin = 0, 15, xmax = 0, 35, ηmin = 0, 885, ηmax = 0, 92

zachodzi nierówno±¢ (6).

Przypadek 3. Zaªó»my, »e xk ∈ [xmin, 1], wtedy

P(Xk(xk,mk) ≤ 1) ≤ (1 + o(1))[dx+ dw(η, x)(1− x) + (1− x)](1− x)d−2

≤ (1 + o(1))[dx+ d
1

x
(1− x) + d(1− x)](1− x)d−2

= (1 + o(1))
d

x
(1− x)d−2 ≤ (1 + o(1))

d

xmin

(1− xmin)d−2 .

W szczególno±ci dla xmin = 0, 35 zachodzi nierówno±¢ (6).

Ostatecznie wi¦c dla d ≥ 13, η ∈ [0, 58; 0, 92], mk < n2/3, xk ∈ (0, 1)

P(Xk(xk,mk) ≤ 1) ≤ 1/3 .

Zauwa»my, »e warto±¢ oczekiwana zmiennej losowej X wynosi EX =

4/3. Skoro zmienn¡ losow¡ Xk(xk,mk) mo»na oszacowa¢ z doªu przez X,
nale»y si¦ spodziewa¢, i» z pozytywnym prawdopodobie«stwem przeszukuj¡c
graf proteuszowy wszerz napotkamy du»¡ skªadow¡. Poni»sze twierdzenie
precyzuje t¦ obserwacj¦.
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Twierdzenie 20. Niech d ≥ 13 b¦dzie ustalon¡ liczb¡ naturaln¡ oraz
η ∈ [0, 58; 0, 92]. Prawdopodobie«stwo, »e proces przeszukiwania grafu
proteuszowego Pn(d, η) wszerz, startuj¡cy z dowolnego wierzchoªka v ∈ [n],
wymrze wcze±niej ni» po n2/3 krokach, jest mniejsze od 1/2.

Dowód. Z Twierdzenia 18 wynika, »e prawdopodobie«stwo degeneracji
procesu gaª¡zkowego, w którym zmienne losowe Zi

j maj¡ rozkªad identyczny
jak zmienna losowa X (p0 = 1/3, p2 = 2/3) jest równe najmniejszemu
pierwiastkowi równania

z = fX(z) =
1

3
+

2

3
z2 ,

który wynosi 1/2.
Wykorzystuj¡c Twierdzenie 19, które mówi, »e zmienna losowa X jest

oszacowaniem dolnym zmiennej losowejXk(xk,mk) dla dowolnego xk ∈ (0, 1),
k ∈ N oraz mk < n2/3 otrzymujemy tez¦ twierdzenia.

W poprzednim twierdzeniu pokazali±my, »e z prawdopodobie«stwem
wi¦kszym ni» 1/2, dowolnie wybrany wierzchoªek v ∈ [n] znajduje
si¦ w skªadowej o rozmiarze wi¦kszym ni» n2/3. Rozwa»my proces
przeszukiwania grafu proteuszowego wszerz startuj¡cy z wierzchoªka v.
Przez Ô oznaczmy liczb¦ wierzchoªków �odwiedzonych�, przez P̂ za± liczb¦
wierzchoªków �przetworzonych�. Poka»emy teraz, »e proces przeszukiwania
grafu proteuszowego wszerz zako«czy si¦ szybko (wyznaczaj¡c skªadow¡
o rozmiarze nie wi¦kszym ni» 150 log n), albo b¦dzie �zagarniaª� w szybkim
tempie kolejne wierzchoªki (Ô > 7

6
P̂ ).

Twierdzenie 21. Niech d ≥ 13, η ∈ [0, 58; 0, 92]. Rozwa»my proces
przeszukiwania grafu proteuszowego Pn(d, η) wszerz, startuj¡cy z dowolnego
wierzchoªka v ∈ [n]. Przez P̂ oznaczmy liczb¦ wierzchoªków �przetworzonych�,
natomiast przez Ô liczb¦ wierzchoªków �odwiedzonych�.

P
(
Ô ≤ 7

6
P̂
∣∣∣150 log n ≤ Ô ≤ n2/3

)
< o(n−2) .
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Dowód. Analogicznie jak w poprzednim dowodzie skorzystamy z faktu, »e
proces przeszukiwania grafu proteuszowego wszerz jest podobny do procesu
gaª¡zkowego, w którym zmienne losowe Zj

i maj¡ identyczny rozkªad jak
zmienna losowa X. W ka»dym kroku procesu gaª¡zkowego wybieramy (po
kolei) jedn¡ cz¡stk¦ z aktualnego pokolenia (pobieramy wierzchoªek z kolejki
Q i oznaczamy go jako �przetworzony�), która w wyniki �podziaªu� tworzy,
zgodnie z rozkªadem zmiennej losowej X, nowe cz¡stki (wstawiamy do
Q wszystkich �nieodwiedzonych� s¡siadów, oznaczaj¡c ich jako wierzchoªki
�odwiedzone�). Przez Wl oznaczmy liczb¦ cz¡stek w l�tym pokoleniu, przez
Ul za± liczb¦ cz¡stek do l�tego pokolenia wª¡cznie

Ul = l +Wl .

Poka»emy teraz, »e zachodzi nast¦puj¡ca nierówno±¢

P
(
Ul ≤ 7

6
l
∣∣∣150 log n ≤ l ≤ n2/3

)
< o(n−2) ,

co na mocy Twierdzenia 19 zako«czy dowód.
Dla dowolnego u < 0 oraz t > 0 zachodzi nast¦puj¡ca nierówno±¢

P(X ≤ EX − t) ≤ e−u(EX−t) · EeuX .

Istotnie, wykorzystuj¡c nierówno±¢ Markowa otrzymamy

P(X ≤ EX − t) = P(X − EX ≤ −t) = P(u(X − EX) ≥ −ut)
= P(eu(X−EX) ≥ e−ut) ≤ Ee

u(X−EX)

e−ut

= e−u(EX−t)EeuX .

Oznacza to, »e dla dowolnego u < 0, t > 0 oraz n ∈ N

P
( n∑
i=1

X ≤ nEX − t
)
≤ e−u(nEX−t)

(
EeuX

)n

P
( n∑
i=1

X ≤ 4

3
n− t

)
≤ e−u( 4

3
n−t)
(1

3
+

2

3
e2u
)n

.
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W szczególno±ci dla u = 1
2

log 7
10

(e2u = 7
10
)

P
( n∑
i=1

X ≤ 4

3
n− t

)
≤
(10

7

) 1
2

( 4
3
n−t)(4

5

)n
.

Zauwa»my, »e dla dowolnego l ∈ N

1 +
l∑

j=1

X = Ul ,

co oznacza, »e

P
(
Ul ≤ 7

6
l
∣∣∣150 log n ≤ l ≤ n2/3

)

≤ P
( l∑
j=1

X ≤ 7

6
l
∣∣∣150 log n ≤ l ≤ n2/3

)

≤
(10

7

) 1
2
· 7
6
k(4

5

)k
< exp(−0, 015k)

≤ exp(−0, 015 · 150 log n)

= n−2,25 = o(n−2) .

Z powy»szego twierdzenia wynika nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 22. Niech d ≥ 13, η ∈ [0, 58; 0, 92]. Rozwa»my proces
przeszukiwania grafu proteuszowego Pn(d, η) wszerz, startuj¡cy z dowolnego
wierzchoªka v ∈ [n]. Przez Zl oznaczmy liczb¦ wierzchoªków w odlegªo±ci
co najwy»ej l od wierzchoªka v. Dla dowolnego l ∈ N zachodzi nast¦puj¡ca
nierówno±¢

P
(
Zl+1 ≤ 7

6
Zl

∣∣∣150 log n ≤ Zl = k ≤ n2/3
)
< o(n−2) .

Z Twierdzenia 21 wynika, »e graf proteuszowy nie ma skªadowych
o rozmiarze k, 150 log n ≤ k ≤ n2/3. Poka»emy teraz, »e oprócz maªych
skªadowych (o rozmiarze nie wi¦kszym ni» 150 log n), graf posiada jedn¡ du»¡
skªadow¡ o ±rednicy O(log n).
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Twierdzenie 23. Niech d ≥ 13, η ∈ [0, 58; 0, 92]. Graf proteuszowy Pn(d, η)

posiada du»¡ skªadow¡ o rozmiarze co najmniej n2/3; pozostaªe skªadowe maj¡
rozmiary co najwy»ej O(log n). Co wi¦cej, ±rednica du»ej skªadowej wynosi co
najwy»ej O(log n).

Dowód. Istnienie skªadowej o rozmiarze co najmniej n2/3 wynika
z Twierdzenia 20. Poka»emy teraz, »e istnieje tylko jedna taka skªadowa.
Rozwa»my w tym celu dwa procesy przeszukuj¡ce graf wszerz, startuj¡ce
z wierzchoªków v1 oraz v2, które nie wymr¡ wcze±niej ni» w n2/3 krokach.
Zatrzymujemy te procesy, gdy liczba �odwiedzonych� wierzchoªków b¦dzie
równa n2/3. Przez S(v1) oraz S(v2) oznaczmy zbiory skªadaj¡ce si¦
z wierzchoªków �odwiedzonych� w procesie startuj¡cym z v1 oraz odpowiednio
v2. Przypu±¢my, »e zbiory te s¡ rozª¡czne. Powy»sz¡ sytuacj¦ przedstawia
nast¦puj¡cy rysunek.

S(v1) S(v2)
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Jak nietrudno zauwa»y¢ wszyscy s¡siedzi dowolnego �przetworzonego� ju»
wierzchoªka v ∈ S(vi) (wierzchoªki czarne) znajduj¡ si¦ równie» w zbiorze
S(vi). Natomiast wierzchoªki, które nie zostaªy jeszcze �przetworzone�
(wierzchoªki biaªe) mog¡ poª¡czy¢ zbiory S(v1) i S(v2). Z Twierdzenia 21
wynika, »e liczba �odwiedzonych� wierzchoªków, które nie zostaªy jeszcze
�przetworzone� wynosi co najmniej 1

7
n2/3. Mo»na zatem wskaza¢ dwa

podzbiory Ŝ(v1) ⊂ S(v1) oraz Ŝ(v2) ⊂ S(v2), zawieraj¡ce po 1
14
n2/3

elementów ka»dy, posiadaj¡ce t¦ wªasno±¢, »e wszystkie wierzchoªki ze zbioru
Ŝ(v1) le»¡ �nad� wierzchoªkami Ŝ(v2) (dla ka»dego i ∈ Ŝ(v1), j ∈ Ŝ(v2)

i > j). Waga dowolnego wierzchoªka jest wi¦ksza od wagi wierzchoªka n, ta
za± wynosi 1−η

n
. Zatem prawdopodobie«stwo, »e wierzchoªki z Ŝ(v1) nie s¡

poª¡czone z wierzchoªkami z Ŝ(v2) jest mniejsze ni»

(
1− n2/3

14
· 1− η

n

)n2/3

14
= (1 + o(1)) exp

[
− n1/3(1− η)

196

]
= o(n−2) ,

co oznacza, i» istnieje tylko jedna du»a skªadowa (o rozmiarze wi¦kszym ni»
n2/3). Rozmiar pozostaªych skªadowych wynika z Twierdzenia 21.

Poka»emy teraz, »e ±rednica najwi¦kszej skªadowej wynosi co najwy»ej
O(log n). We¹my w tym celu dwa dowolne wierzchoªki nale»¡ce do
najwi¦kszej skªadowej v1 oraz v2. Z Wniosku 22 wynika, »e je»eli liczba
�odwiedzonych� wierzchoªków wynosi co najmniej 150 log n, to wystarczy
log 7

6
n2/3 < 5 log n pokole«, aby dotrze¢ do n2/3 wierzchoªków. St¡d

±rednica grafu indukowanego przez zbiór S(vi), i = 1, 2 wynosi co
najwy»ej 155 log n. Ostatecznie wi¦c ±rednica najwi¦kszej skªadowej wynosi
co najwy»ej 310 log n.
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3.2.2 Oszacowanie dolne

Niech d ≥ 13 b¦dzie ustalon¡ liczb¡ naturaln¡, η ∈ [0, 58; 0, 92].
Poka»emy, »e ±rednica grafu proteuszowego Pn(d, η) wynosi Ω(log n).
Zanim jednak zaprezentujemy gªówne twierdzenie tego podrozdziaªu,
przedstawimy, potrzebne w dowodzie twierdzenia, oszacowania dolne na
prawdopodobie«stwo p(d,η,n)(j, i) istnienia kraw¦dzi pomi¦dzy wierzchoªkami
i, j oraz na prawdopodobie«stwo, »e wierzchoªek k jest izolowany, które
oznaczymy przez p(d,η,n)

izol (k).

Lemat 24. Niech d ∈ N, η ∈ (0, 1). Dla dowolnego i, j ∈ [n], j > i oraz
k ∈ [1

2
n, 3

4
n] ∩ N zachodz¡ poni»sze nierówno±ci

p(d,η,n)(j, i) ≥ (1 + o(1))
1− η
n

d

p
(d,η,n)
izol (k) ≥

( 1

4
√
e

)d
.

Dowód. Pierwsza nierówno±¢ wynika z faktu, »e

p(d,η,n)(j, i) = (1 + o(1))
1− η
n

d
(j
i

)η
≥ (1 + o(1))

1− η
n

d .

Niech zatem k = dxne, x ∈ [1
2
, 3

4
]. Na mocy Twierdzenia 11

p
(d,η,n)
izol (k) = (1 + o(1))(1− x)d exp

[
− (1 + o(1))

1− η
1 + η

d(x−η − x)
]
.

Oznaczmy przez
w(η, x) = −1− η

1 + η
(x−η − x) .

Zauwa»my, »e dla ustalonego η0 ∈ (0, 1) funkcja w(η0, x) jest funkcj¡ rosn¡c¡.
Istotnie

w(η0, x)′x =
1− η0

1 + η0

(η0x
−η0−1 + 1) > 0 ,

a wi¦c
p

(d,η,n)
izol (k) ≥

(1

4

)d
exp

[
− 1− η

1 + η
d
((1

2

)−η
− 1

2

)]
.

Mo»na równie» pokaza¢, »e dla ustalonego x0 ∈ (0, 1)

w(η, x0)′η =
x−η0

(1 + η)2
(2− 2x1+η

0 + log x0 − η2 log x0) .
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W szczególno±ci

w
(
η,

1

2

)′
η

=
(1

2
)−η

(1 + η)2

[
2− 2

(1

2

)1+η

+ log
1

2
− η2 log

1

2

]

≥ 2η

(1 + η)2

(
2− 2

1

2
+ log

1

2

)
> 0 ,

co oznacza, »e funkcja w(η, 1
2
) jest funkcj¡ rosn¡c¡. Ostatecznie wi¦c

p
(d,η,n)
izol (k) ≥

(1

4

)d
exp

(
− d1

2

)
=
( 1

4
√
e

)d
.

Aby pokaza¢, »e ±rednica najwi¦kszej skªadowej, w gra�e proteuszowym
Pn(d, η), jest rz¦du co najmniej log n wyka»emy, »e prawdopodobie«stwo
istnienia izolowanej ±cie»ki o dªugo±ci O(log n), której pierwszy wierzchoªek
poª¡czony jest z du»¡ skªadow¡, d¡»y do 1.

Twierdzenie 25. Niech d ≥ 13 b¦dzie ustalon¡ liczb¡ naturaln¡ oraz η ∈
[0, 58; 0, 92]. Oczekiwana liczba izolowanych ±cie»ek, w gra�e proteuszowym
Pn(d, η), o dªugo±ci

k = k(n) =
log n

4d− 2 log(1− η)
,

w których pierwszy wierzchoªek, nale»¡cy do zbioru [1, 1
2
n), poª¡czony jest

z du»¡ skªadow¡ oraz pozostaªe wierzchoªki nale»¡ do zbioru [1
2
n, 3

4
n] wynosi

co najmniej n1/2.
Co wi¦cej, prawie na pewno istnieje jedna taka ±cie»ka.

Dowód. Niech x1 ∈ [1, 1
2
n), dla dowolnego 2 ≤ i ≤ k + 1, niech xi ∈

[1
2
n, 3

4
n]. Przez A(x1, x2, . . . , xk+1) oznaczmy zdarzenie polegaj¡ce na tym,

»e istnieje izolowana ±cie»ka (x1, x2, . . . , xk+1) o dªugo±ci k oraz wierzchoªek
x1 poª¡czony jest z du»¡ skªadow¡. Dowód rozpoczniemy od oszacowania
z doªu prawdopodobie«stwa zachodzenia zdarzenia A(x1, x2, . . . , xk+1).
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Zauwa»my, »e prawdopodobie«stwo, »e wierzchoªek nie ma s¡siadów, za
wyj¡tkiem by¢ mo»e dwóch b¡d¹ jednego ustalonego wierzchoªka, jest nie
mniejsze ni» prawdopodobie«stwo bycia wierzchoªkiem izolowanym.

W Twierdzeniu 20 pokazano, »e dowolny wierzchoªek znajduje si¦
w du»ej skªadowej z prawdopodobie«stwem nie mniejszym ni» 1/2

(proces przeszukiwania grafu wszerz, startuj¡cy z tego wierzchoªka, nie
wymrze przed �zagarni¦ciem� n2/3 wierzchoªków). Fakt istnienia w gra�e
proteuszowym izolowanej ±cie»ki oraz istnienia kraw¦dzi {x1, x2} wpªywa na
prawdopodobie«stwo, »e wierzchoªek x1 nale»y do du»ej skªadowej, niemniej
wpªyw ten nie jest zbyt du»y (zwró¢my uwag¦, »e dªugo±¢ ±cie»ki wynosi
O(log n) oraz x2 > x1). Powtarzaj¡c rozumowanie przedstawione w dowodzie
Twierdzenia 20, mo»na pokaza¢, »e

P(x1 nale»y do du»ej skªadowej | x1 jest pocz¡tkiem izolowanej ±cie»ki)
= (1 + o(1))P(x1 nale»y do du»ej skªadowej) ≥ 1/2(1 + o(1)) .

Podobna wªasno±¢ zachodzi w przypadku postulowania istnienia dwóch
±cie»ek, równie», gdy obie ±cie»ki maj¡ pocz¡tek w tym samym punkcie
(ten fakt b¦dzie istotny w dalszej cz¦±ci dowodu). Na podstawie powy»szych
rozwa»a« oraz oszacowa« z Lematu 24 otrzymujemy nast¦puj¡ce oszacowanie

P(A(x1, x2, . . . , xk+1)) = (1 + o(1))
k∏
i=1

P(xi jest poª¡czony z xi+1)

×
k+1∏
i=2

P(xi nie ma s¡siadów poza s¡siadami w ±cie»ce)

×P(x1 nale»y do du»ej skªadowej)

≥ (1 + o(1))
1

2

(1− η
n

d
)k[( 1

4
√
e

)d]k
. (7)

Niech Y (x1, x2, . . . , xk+1), x1 ∈ [1, 1
2
n), xi ∈ [1

2
n, 3

4
n], 2 ≤ i ≤ k+1 b¦dzie

rodzin¡ zmiennych losowych zde�niowanych w nast¦puj¡cy sposób

Y (x1, x2, . . . , xk+1) =





1 gdy zachodzi zdarzenie A(x1, x2, . . . , xk+1)

0 w przeciwnym razie .
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Wtedy liczba izolowanych ±cie»ek wynosi

Y =
∑

1≤x1<1/2n

∑

1/2n≤x2,...,xk+1≤3/4n

Y (x1, x2, . . . , xk+1) .

Oszacujmy najpierw warto±¢ oczekiwan¡ zmiennej losowej Y .

EY =
∑

1≤x1<1/2n

∑

1/2n≤x2,...,xk+1≤3/4n

P(A(x1, x2, . . . , xk+1))

≥ n

2

(
n/4

k

)
k!(1 + o(1))

1

2

(1− η
n

d
)k[( 1

4
√
e

)d]k

≥ n

5

(n
4

)k(1− η
n

d
)k[( 1

4
√
e

)d]k

=
n

5

[1− η
4

d
( 1

4
√
e

)d]k

≥ n
[
(1− η)

( 1

4
√
e

)d]k

≥ n exp
[(

log(1− η)− 1, 9d
)
k
]

= n1− 1,9d−log(1−η)
4d−2 log(1−η) ≥ n1/2

Niech x̂ = (x1, x2, . . . , xk+1), ŷ = (y1, y2, . . . , yk+1). Poka»emy, »e zmienna
losowa Y =

∑
x̂ Y (x̂) jest skoncentrowana wokóª swojej warto±ci oczekiwanej.

W tym celu policzmy wariancj¦

Var Y = Var
(∑

x̂

Y (x̂)
)

=
∑

x̂

Var Y (x̂) +
∑

x̂,ŷ

Cov
(

Y(x̂),Y(ŷ)
)
.

Zauwa»my, »e EY (x̂) = EY (x̂)2 (zmienna losowa Y (x̂) przyjmuje wyª¡cznie
warto±ci 0 lub 1). Mo»emy zatem ªatwo oszacowa¢ pierwszy skªadnik

∑

x̂

Var Y (x̂) =
∑

x̂

(
EY (x̂)2 − (EY (x̂))2

) ≤
∑

x̂

EY (x̂)2

=
∑

x̂

EY (x̂) = E
(∑

x̂

Y (x̂)
)

= EY ,
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drugi za± oszacujemy korzystaj¡c z wprowadzonych wcze±niej zdarze« A(x̂)

∑

x̂,ŷ

Cov(Y(x̂),Y(ŷ)) =
∑

x̂,ŷ

[
EY (x̂)Y (ŷ)− EY (x̂)EY (ŷ)

]

=
∑

x̂,ŷ

[
P(A(x̂) ∩ A(ŷ))− P(A(x̂))P(A(ŷ))

]
.

Zauwa»my, »e dwie ±cie»ki x̂ = (x1, x2, . . . , xk+1) oraz ŷ = (y1, y2, . . . , yk+1)

mog¡ by¢ albo wierzchoªkowo rozª¡czne albo styka¢ si¦ w punkcie x1. Te
dwa przypadki nale»y rozwa»y¢ osobno. Przypu±¢my najpierw, »e ±cie»ki x̂,
ŷ s¡ rozª¡czne. Zwró¢my uwag¦, »e ze wzgl¦du na rozª¡czno±¢ wierzchoªkow¡
±cie»ek, istnienie kraw¦dzi w drugiej ±cie»ce nie wpªywa znacz¡co na
prawdopodobie«stwo istnienia ustalonej kraw¦dzi z pierwszej ±cie»ki oraz na
prawdopodobie«stwo bycia wierzchoªkiem izolowanym. Prawdopodobie«stwa
te mog¡ ró»ni¢ si¦ co najwy»ej o czynnik (1 + o(1)) (patrz Twierdzenie 5).
Zatem na podstawie (7) mamy

P(A(x̂) ∩ A(ŷ)) = (1 + o(1))
k∏
i=1

P(xi jest poª¡czony z xi+1)

×
k∏
i=1

P(yi jest poª¡czony z yi+1)

×
k+1∏
i=2

P(xi nie ma s¡siadów poza s¡siadami w ±cie»ce)

×
k+1∏
i=2

P(yi nie ma s¡siadów poza s¡siadami w ±cie»ce)

×P(x1 nale»y do du»ej skªadowej)
×P(y1 nale»y do du»ej skªadowej)

= (1 + o(1))P(A(x̂))P(A(ŷ)) .

Równie» w przypadku, gdy ±cie»ki x̂ oraz ŷ maj¡ dokªadnie jeden wierzchoªek
wspólny (z = x1 = y1), prawdopodobie«stwa po prawej stronie równo±ci (7)
mog¡ ró»ni¢ si¦ co najwy»ej o czynnik (1+o(1)). Zwró¢my bowiem uwag¦, »e
s¡siedzi wspólnego wierzchoªka a posiadaj¡ wi¦ksze numery (x2 > a, y2 > a).
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Zatem, gdy ±cie»ki s¡ poª¡czone mamy

P(A(x̂) ∩ A(ŷ)) = (1 + o(1))
k∏
i=1

P(xi jest poª¡czony z xi+1)

×
k∏
i=1

P(yi jest poª¡czony z yi+1)

×
k+1∏
i=2

P(xi nie ma s¡siadów poza s¡siadami w ±cie»ce)

×
k+1∏
i=2

P(yi nie ma s¡siadów poza s¡siadami w ±cie»ce)

×P(a = x1 = y1 nale»y do du»ej skªadowej)

=
(1 + o(1))P(A(x̂))P(A(ŷ))

P(a = x1 = y1 nale»y do du»ej skªadowej)
= O(1)P(A(x̂))P(A(ŷ)) .

Oznacza to, »e
∑

x̂,ŷ

Cov(Y(x̂),Y(ŷ)) =
∑

x̂,ŷ

[
P(A(x̂) ∩ A(ŷ))− P(A(x̂))P(A(ŷ))

]

=
∑

x̂

[ ∑

ŷ,y1 6=x1

[
P(A(x̂) ∩ A(ŷ))− P(A(x̂))P(A(ŷ))

]

+
∑

ŷ,y1=x1

[
P(A(x̂) ∩ A(ŷ))− P(A(x̂))P(A(ŷ))

]
]

= P(A(x̂))P(A(ŷ))
∑

x̂

[ ∑

ŷ,y1 6=x1

o(1) +
∑

ŷ,y1=x1

O(1)

]

= (1 + o(1))
∑

x̂,ŷ

o
(
P(A(x̂))P(A(ŷ))

)

= o
(∑

x̂

P(A(x̂))
∑

ŷ

P(A(ŷ))
)

= o

((
E
∑

x̂

Y (x̂)
)2
)

= o
(

(EY )2
)
.

Ostatecznie wi¦c Var Y = o
(

(EY )2
)
, co na mocy nierówno±ci Czebyszewa

oznacza, »e prawie na pewno istnieje cho¢ jedna taka ±cie»ka.
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3.3 Czas powrotu
W dotychczasowych rozwa»aniach badali±my wªasno±ci grafu proteuszowego
Pn(d, η), w tym rozdziale rozpatrywa¢ b¦dziemy natomiast wªasno±ci
procesu proteuszowego Pn(d, η) = {(P tn(d, n), σt)}∞t=0. Przedmiotem naszych
zainteresowa« b¦dzie, nie maj¡cy odpowiednika w innych modelach struktur
losowych, �czas powrotu�, to jest czas po którym graf proteuszowy odzyskuje
�typow¡� dla siebie wªasno±¢, któr¡ w trakcie procesu proteuszowego utraciª.
Zacznijmy od formalnej de�nicji tej wielko±ci.

Niech A b¦dzie dowoln¡ wªasno±ci¡ tak¡, »e graf Pn(d, η) posiada
wªasno±¢ A z prawdopodobie«stwem 1− o(1), lecz de�niuj¡c τ(A) jako

τ(A) = min{t : P tn(d, η) nie posiada wªasno±ci A} ,

otrzymujemy Pr(τ(A) < ∞) = 1. Oznacza to, »e z prawdopodobie«stwem
równym jeden, w pewnym kroku procesu proteuszowego Pn(d, η) wªasno±¢ A
przestanie wyst¦powa¢ przez jaki± czas. Czasem powrotu rec(A) dla wªasno±ci
A nazwiemy zmienn¡ losow¡ zde�niowan¡ wzorem

rec(A) = min{t > τ(A) : P tn(d, η) posiada A} − τ(A) .

Zauwa»my, »e po upªywie O(n log n) kroków procesu prawie na pewno ka»dy
z wierzchoªków Pn(d, η) zostanie co najmniej raz wybrany, a zatem, poniewa»
Pn(d, η) ma wªasno±¢ A prawie na pewno, z prawdopobie«stwem 1 − o(1)

zachodzi
rec(A) = O(n log n) .

Powy»sze ograniczenie górne, prawdziwe jest dla ka»dej wªasno±ci A
i dowolnego wyboru parametrów d oraz η, który gwarantuje, »e graf
proteuszowy ma wªasno±c A prawie na pewno. Nast¦puj¡ce twierdzenie
pokazuje, »e czas powrotu rec(C) dla spójno±ci grafu jest nieco krótszy.
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Twierdzenie 26. Niech η ∈ (0, 1) oraz d = a log n, gdzie a > 1/g(x0),
gdzie x0 = x0(η) ∈ (0, 1) b¦dzie punktem, w którym funkcja g : (0, 1) −→ R,
okre±lona wzorem

g(x) =
1− η
1 + η

(x−η − x)− log(1− x) ,

posiada minimum, tj. x0(η) jest rozwi¡zaniem równania

(1− η)ηx−1−η + 1− η =
1 + η

1− x .

Wtedy
rec(C)(1− η)a

(x0)η
log n

n
−→D Z ,

gdzie zmienna losowa Z, posiada rozkªad wykªadniczy, to znaczy, jej g¦sto±¢
dana jest wzorem

fZ(z) =




e−z dla z ≥ 0

0 dla z < 0 .

Dowód. Poka»emy najpierw, »e prawie na pewno w momencie τ(C), gdy
graf proteuszowy po raz pierwszy staje si¦ niespójny, skªada si¦ on z du»ej
skªadowej oraz pojedynczego wierzchoªka izolowanego i, takiego, »e

στ(C)(i) = (1 + o(1))x0n .

Przypomnijmy, »e nie jest to wierzchoªek o najmniejszym oczekiwanym
stopniu w gra�e proteuszowym, ale taki, dla którego prawdopobie«stwo bycia
izolowanym jest najwi¦ksze (patrz Twierdzenie 11). Dodajmy, »e funkcja g
jest funkcj¡ ci¡gª¡ posiadaj¡c¡ w punkcie x0 minimum, a zatem wystarczy
pokaza¢, »e

g(στ(C)(i)/n) ≤ (1 + o(1))g(x0) .
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Rozwa»my pierwsze n log2 n kroków procesu proteuszowego. Oznaczmy
przez ρ1(ε), ρ2(ε) oraz ρ3 prawdopodobie«stwa, »e w tym okresie w procesie
proteuszowym pojawi si¦ odpowiednio:

• izolowany wierzchoªek i dla którego g(σ(i)/n) ∈ [ g(x0), (1 + ε)g(x0)),

• izolowany wierzchoªek i dla którego g(σ(i)/n) ≥ (1 + ε)g(x0),

• skªadowa o rozmiarze k, 2 ≤ k ≤ 2n/3.

W badaniu zachowania powy»szych wielko±ci przydatne b¦dzie
oszacowanie prawdopodobie«stwa ρ(i, j, t), »e wierzchoªek i staª si¦
wierzchoªkiem izolowanym w kroku t procesu proteuszowego. Mo»e si¦
to zda»y¢ tylko wtedy, gdy wybrano jedynego s¡siada wierzchoªka i,
wierzchoªek j. Korzystaj¡c z Twierdzenia 5 mo»emy oszacowa¢ ρ(i, j, t) przez

o(n exp(− log3/2 n)) + (1 + o(1))
1

n
p(`j, `i)

×
`i−1∏
r=1

[
1− (1 +O(log−1/2 n))

1− η
n

(`i
r

)η]d

×
n∏

s=`i+1,s 6=`j

[
1− (1 +O(log−1/2 n))

1− η
n

d
( s
`i

)η]

= n−2+o(1)
(`j
`i

)η
exp

(
− (1 + o(1))g

(`i
n

)
d
)

dla `i < `j, oraz

o(n exp(− log3/2 n)) + (1 + o(1))
1

n
p(`i, `j)

×
`i−1∏

r=1,r 6=`j

[
1− (1 +O(log−1/2 n))

1− η
n

(`i
r

)η]d

×
n∏

s=`i+1

[
1− (1 +O(log−1/2 n))

1− η
n

d
( s
`i

)η]

= n−2+o(1)
( `i
`j

)η
exp

(
− (1 + o(1))g

(`i
n

)
d
)

dla `i > `j, gdzie `i = σt(i) oraz `j = σt(j) oznaczaj¡ miejsce w permutacji
odpowiednio wierzchoªka i oraz j w t-tym kroku procesu proteuszowego.
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Niech ε > 0. Oznaczmy przez At(i) zdarzenie, »e wierzchoªek i staª si¦
wierzchoªkiem izolowanym w t-tym kroku procesu oraz w tym momencie

g(σt(i)/n) ∈ [g(x0), (1 + ε/4)g(x0)) ,

przez At =
⋃n
i=1 At(i) oznaczmy zdarzenie, »e w t-tym kroku procesu

proteuszowego pojawiª si¦ wierzchoªek izolowany o tej wªasno±ci. Podobnie
niech B′t(i) oraz B′t b¦d¡ analogicznymi zdarzeniami, lecz w tym momencie
»¡damy, aby

g(σt(i)/n) > (1 + ε)g(x0) .

Szacuj¡c prawdopodobie«stwo wyst¦powania zdarzenia At(i)

otrzymujemy

P(At(i)) =
n∑

j=1,j 6=i
ρ(i, j, t)

=
[ ∑

`j<`i

( `i
`j

)η
+
∑

`j>`i

(`j
`i

)η]
n−2+o(1) exp

(
− (1 + o(1))g

(`i
n

)
d
)

=
[
`ηi n

∫ `i/n

0

(xn)−ηdx+ `−ηi n

∫ 1

`i/n

(xn)ηdx
]
n−2−(1+o(1))ag(`i/n)

=
[
`ηi n

1−η (`i/n)1−η

1− η + `−ηi n1+η 1− (`i/n)1+η

1 + η

]
n−2−(1+o(1))ag(`i/n)

=
[ `i

1− η +
n

1 + η
(n/`i)

η − `i
1 + η

]
n−2−(1+o(1))ag(`i/n)

= Θ(n)n−2−(1+o(1))ag(`i/n) = n−1−(1+o(1))ag(`i/n).

Otrzymujemy zatem nast¦puj¡ce oszacowania

n−1−(1+o(1))(1+ε/4)ag(x0) ≤ P(At(i)) ≤ n−1−(1+o(1))ag(x0)

oraz

P(B′t(i)) ≤ n−1−(1+o(1))(1+ε)ag(x0) .

Z ostatniej nierówno±ci otrzymujemy natychmiast

P(B′t) ≤
n∑
i=1

P(B′t(i)) ≤ n−(1+o(1))(1+ε)ag(x0).
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Poka»emy teraz, »e dla dowolnych i, i′ ∈ [n], takich, »e `i < `i′

zdarzenia At(i) oraz At(i
′) zale»¡ od siebie w niewielkim stopniu. Podobnie

jak poprzednio mo»emy oszacowa¢ prawdopodobie«stwo ρ(i, i′, j, t), »e
wierzchoªki i oraz i′ staªy si¦ wierzchoªkami izolowanymi, poniewa» w t-tym
kroku procesu proteuszowego, wybrano jedynego ich s¡siada, wierzchoªek j
przez

n−3+o(1)
(max{`i, `j}

min{`i, `j}
)η(max{`i′ , `j}

min{`i′ , `j}
)η

× exp
(
− (1 + o(1))g

(`i
n

)
d
)

exp
(
− (1 + o(1))g

(`i′
n

)
d
)
.

Oznacza to, »e gdy η < 1/2

P(At(i) ∩At(i
′)) =

n∑

j=1,j 6=i,j 6=i′
ρ(i, i′, j, t)

=
[ ∑
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( `i
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)η
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∑
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)η
+
∑
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(`j
`i

)η( `j
`i′

)η]
(8)
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)
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d
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=
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η
i′n
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0

(xn)−2ηdx+ (`i′ − `i)
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`i

)η
+ `−ηi `−ηi′ n

∫ 1

`i′/n
(xn)2ηdx

]

× n−3−(1+o(1))ag(`i/n)−(1+o(1))ag(`i′/n)

=
[
`ηi `

η
i′n

1−2η (`i/n)1−2η

1− 2η
+ (`i′ − `i)

(`i′
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)η
+ `−ηi `−ηi′ n

1+2η 1− (`i′/n)1+2η

1 + 2η

]

× n−3−(1+o(1))ag(`i/n)−(1+o(1))ag(`i′/n)

=
[ `i

1− 2η

(`i′
`i

)η
+ (`i′ − `i)

(`i′
`i

)η
+

n

1 + 2η

(n
`i

)η( n
`i′

)η
− `i′

1 + 2η

(`i′
`i

)η]

× n−3−(1+o(1))ag(`i/n)−(1+o(1))ag(`i′/n)

= Θ(n)n−3−(1+o(1))ag(`i/n)−(1+o(1))ag(`i′/n)

= n−1−(1+o(1))ag(`i/n)n−1−(1+o(1))ag(`i′/n)no(1)

= P(At(i))P(At(i
′))no(1).
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W przypadku, gdy η ≥ 1/2 sumy wyst¦puj¡ce w (8) nie mo»na przybli»a¢
caªkami i w tym przypadku
[ ∑

`j<`i

( `i
`j

)η(`i′
`j

)η
+

∑

`i<`j<`i′

(`j
`i

)η(`i′
`j

)η
+
∑

`i′<`j

(`j
`i

)η( `j
`i′

)η]
= Θ(n2η) .

Ostatecznie wi¦c

P(At(i) ∩At(i
′)) = P(At(i))P(At(i

′))no(1)Θ(1 + n2η−1) .

Aby oszacowa¢ P(At) skorzystamy z nierówno±ci Bonferroniego

P(At) = P
( n⋃
i=1

At(i)
)

≥
n∑
i=1

P(At(i))−
∑

1≤i<i′≤n
P(At(i) ∩At(i

′))

=
n∑
i=1

P(At(i))−
∑

1≤i<i′≤n
P(At(i))P(At(i

′))no(1)Θ(1 + n2η−1)

≥ n−(1+o(1))(1+ε/4)ag(x0)
(

1− n−(1+o(1))ag(x0)Θ(1 + n2η−1)
)

= (1− o(1))n−(1+o(1))(1+ε/4)ag(x0) ≥ n−(1+ε/3)ag(x0) .

Zauwa»my, »e fakt pojawienia si¦ w kroku t1 wierzchoªka izolowanego
nie wpªywa znacz¡co na prawdopodobie«stwo pojawienia si¦ kolejnego
wierzchoªka izolowanego w kroku t2 (t2 > t1). Pojawienie si¦ wcze±niej
wierzchoªków izolowanych mo»e wpªyn¡¢ jedynie na wagi wierzchoªków, lecz
wpªyw ten, zgodnie z Twierdzeniem 2, nie jest zbyt du»y. Mo»na pokaza¢, »e
dla dowolnych t1 < t2

P(At1 ∩At2) = P(At1)P(At2)no(1) .

Ostatecznie wi¦c

ρ2(ε) =

n log2 n∑
t=1

P(B′t) ≤ n1−(1+o(1))(1+ε)ag(x0)
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oraz

ρ1(ε) ≥ P
( n log2 n⋃

t=1

At

)

≥
n log2 n∑
t=1

P(At)−
∑

1≤t1<t2≤n log2 n

P(At1 ∩At2) ≥ n1−(1+ε/2)ag(x0) .

Co wi¦cej mo»na pokaza¢, »e

ρ3 = n1+o(1)[P(A(i))]2 ≤ n1−(1+o(1))2ag(x0) ≤ ρ2(ε).

Rozwa»my teraz n(1+ 3
4
ε)ag(x0) log2 n pocz¡tkowych kroków

procesu proteuszowego. Prawdopodobie«stwo pojawienia si¦ w tym czasie
wierzchoªka izolowanego i dla którego

g(σ(i)/n) ≥ (1 + ε)g(x0)

wynosi o(n− ε5ag(x0)). Równie» prawie na pewno nie pojawi si¦ podczas tego
okresu skªadowa o rozmiarze wi¦kszym lub równym 2.

Niech Dk, k = 0, 1, . . . , k0, gdzie k0 = n(1+ 3
4
ε)ag(x0)−1/3 b¦dzie zdarzeniem

polegaj¡cym na tym, »e pomi¦dzy 2kn log2 n a (2k + 1)n log2 n krokiem
pojawiª si¦ wierzchoªek izolowany i, dla którego

g(σ(i)/n) ∈ [g(x0), (1 + ε)g(x0)) . (9)

Niech F oznacza zdarzenie, »e ka»dy wierzchoªek w gra�e proteuszowym
zostaª wybrany co najmniej raz w czasie t ∈ ((2k − 1)n log2 n, 2kn log2 n),
dla ka»dego k = 1, . . . , k0. Zauwa»my, »e P(F′) ≤ k0n exp(− log2 n/2) ≤
exp(− log3/2 n/2), oraz P(Dk) = ρ2(ε), co wi¦cej warunkuj¡c przez F,
wszystkie zdarzenia Dk s¡ niezale»ne. Poniewa» k0ρ1(ε) → ∞ przy n → ∞,
otrzymujemy, »e P

(⋃k0

k=0 Dk

)
→ 1. Oznacza to, »e τ(C) = n(1+o(1))ag(x0)

oraz, »e w momencie τ(C) graf proteuszowy skªada si¦ z du»ej skªadowej oraz
pojedynczego wierzchoªka izolowanego i0, dla którego σ(i) = (1 + o(1))x0n.
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Poka»emy teraz, »e po kolejnych Θ(n/ log n) krokach procesu graf
znów b¦dzie spójny. Prawdopodobie«stwo, »e wybierzemy wierzchoªek i0

w trakcie tego okresu d¡»y do 0, gdy n → ∞. Argumentuj¡c podobnie
jak w przypadku oszacowa« liczb ρ1(ε), ρ2(ε) oraz ρ3 mo»emy pokaza¢, »e
prawdopodobie«stwo, »e w tym czasie pojawi¡ si¦ inne wierzchoªki izolowane
b¡d¹ skªadowe d¡»y do 0. Oznacza to, »e graf proteuszowy Pn(d, η) ma
szans¦ ponownie zosta¢ spójnym dzi¦ki temu, »e inny wierzchoªek wybierze
wierzchoªek i0 na swojego s¡siada. Poniewa» waga wierzchoªka i0 zmieni
si¦ nieznacznie podczas Θ(n/ log n) kroków, prawdopodobie«stwo, »e dla
dowolnego z ≥ 0

rec(C) ≥ z
(x0)η

(1− η)a

n

log n
= z

(x0)η

1− η
n

d
,

wynosi
[
1− (1 + o(1))(1− η)

d

n

( n

x0n

)η]z (x0)η

1−η
n
d

=
[
1− (1 + o(1))(1− η)

d

n
(x0)−η

]z (x0)η

1−η
n
d

= e−(1+o(1))z

= (1 + o(1))e−z,

co ko«czy dowód.
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4 Symulacje
Podczas pisania rozprawy doktorskiej przeprowadzono szereg symulacji.
Zazwyczaj potwierdzaªy one wcze±niejsze rozwa»ania teoretyczne, ale
zdarzaªo si¦ równie», »e pomagaªy w wyborze wªa±ciwej techniki dowodzenia
zaobserwowanych wªasno±ci. W niniejszym rozdziale przedstawiono wybrane
wyniki. Ze wzgl¦du na mo»liwo±¢ modelowania rzeczywistej sieci
internetowej, skupiono si¦ na dwóch szczególnych warto±ciach parametru η

(ηout = 0,59 i ηin = 0,91) oraz w przypadku, gdy ±redni stopie« w gra�e
proteuszowym nie jest zbyt du»y (d = 10).

4.1 �rodowisko
Do symulacji wykorzystano klaster skªadaj¡cy si¦ z 16 komputerów (Pentium
III 500MHz � 8 komputerów; Celeron 466 � 8 komputerów). Na maszynach
zainstalowano system operacyjny Red Hat Linux 7.3 [31] oraz pakiet
Mosix [21, 12, 11, 30]. Pakiet ten jest caªy czas udoskonalany przez
prof. Amnona Baraka pracuj¡cego na Hebrew University. Jego nazwa to
skrót od �Multicomputer Operating System for Unix�. Oprogramowanie
to, cho¢ darmowe, przewy»sza wydajno±ci¡ wiele systemów tego typu
i pozwala poª¡czy¢ ze sob¡ a» 65.536 komputerów. Dzi¦ki umiej¦tno±ci
sprawdzania obci¡»enia procesorów w sieci heterogenicznej, do jego budowy
mo»na stosowa¢ komputery o ró»nej mocy obliczeniowej, zarówno te
wyposa»one w nowoczesne i szybkie, jak i starsze i mniej wydajne procesory.
Skon�gurowany i uruchomiony klaster �zachowuje si¦� jak wieloprocesorowy
komputer. Jest to podstawowa cecha, która wyró»nia go spo±ród pozostaªych
rozwi¡za« klastrowych. Na tym te» polega prostota jego obsªugi. Nie ma tutaj
zcentralizowanego serwera, który zarz¡dza wszystkimi procesami, a zatem
programy dziaªaj¡ce na tego typu klastrze nale»y pisa¢ identycznie jak
w przypadku maszyny wieloprocesorowej [14].
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Program generuj¡cy graf proteuszowy oraz badaj¡cy jego struktur¦
wewn¦trzn¡ zostaª napisany w wi¦kszo±ci w j¦zyku C. O jego wyborze
zadecydowaªa szybko±¢ dziaªania programu � badane grafy s¡ stosunkowo
du»e. Aby jednak uªatwi¢ wyprowadzanie danych oraz dynamiczne
rezerwowanie pami¦ci skorzystano z udogodnie« j¦zyka C++.

4.2 Podstawowe wªasno±ci
Eksperymenty dowiodªy, »e w rzeczywistych sieciach wspóªczynnik skupienia
jest znacz¡co wi¦kszy ni» d/n, gdzie d jest ±rednim stopniem w gra�e [29].
Wspóªczynnik skupienia dla grafów proteuszowych jest istotnie wi¦kszy od
d/n, lecz przyzna¢ nale»y, »e daleko mu do warto±ci obserwowanych dla
grafu internetowego, czy podobnych do niego �small world� graphs. Dla
n = 100.000, d = 10, w przypadku, gdy η = ηout = 0,59 wspóªczynnik
skupienia wynosi CPn(d,ηout) = 4, 2 · 10−4, za± dla η = ηin = 0,91 ró»nica jest
jeszcze wi¦ksza CPn(d,ηin) = 1, 0099 · 10−2 (d/n = 10−5).

Kolejn¡ wªasno±ci¡ grafu jest rozmiar jego k- rdzenia (ang. k-core).
k- rdze«, to najwi¦kszy podgraf, w którym minimalny stopie« wynosi co
najmniej k. Oto rozmiary k- rdzeni grafów proteuszowych skªadaj¡cych si¦
z 200.000 wierzchoªków, d = 10, w przypadku, gdy η = ηout = 0,59 oraz
η = ηin = 0,91.

k rozmiar k- rdzenia rozmiar k- rdzenia
η = 0,59 η = 0,91

1 199.800 (99,9%) 196.960 (98,5%)
2 198.971 (99,5%) 189.102 (94,6%)
3 196.261 (98,1%) 172.552 (86,3%)
4 189.020 (94,5%) 142.924 (71,5%)
5 171.460 (85,7%) 83.691 (41,8%)
6 0 0
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4.3 Skªadowe oraz ich ±rednice
W programie wykorzystano przeszukiwanie grafu proteuszowego wszerz
w celu wyznaczenia rozmiarów skªadowych (dla n = 200.000). Ze wzgl¦du na
zªo»ono±¢ problemu wyznaczania ±rednicy, jej warto±¢ obliczono w przypadku
mniejszego grafu (dla n = 100.000). Z rozwa»a« teoretycznych (patrz
Twierdzenie 17) wynika, »e ±rednica grafu proteuszowego (w przypadku,
gdy η ∈ [0,58; 0,92]) wynosi Θ(log n). Wykonane symulacje potwierdzaj¡ t¦
obserwacj¦, gdzie zarówno dla η = ηout = 0,59 jak i dla η = ηin = 0,91

±rednica wynosi 9 (log 100.000 ≈ 11,5). W tabeli poni»ej przedstawiono
w kolejnych kolumnach rozmiar skªadowej, liczb¦ skªadowych o danym
rozmiarze, ±rednic¦ oraz numery wierzchoªków na przykªadowej ±cie»ce
o dªugo±ci równej ±rednicy skªadowej.

n = 200.000, d = 10, ηout = 0,59

rozmiar liczba skªadowych
199.977 1

1 23

n = 200.000, d = 10, ηin = 0,91

rozmiar liczba skªadowych
199.547 1

2 4
1 445
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n = 100.000, d = 10, ηout = 0,59

rozmiar liczba ±rednica wierzchoªki
99.990 1 9 39531-41663-25696-831-48428-

-4405-76143-83288-23121-30371
1 10 0

n = 100.000, d = 10, ηin = 0,91

rozmiar liczba ±rednica wierzchoªki
99.817 1 9 21123-44104-22082-42435-1-

-99828-15-77587-10745-46403
2 1 1 25472-28262
1 181 0

Zwró¢my uwag¦, »e najdªu»sza ±cie»ka w gra�e proteuszowym w przypadku,
gdy η = ηin = 0,91 przechodzi przez wierzchoªek 1 (wierzchoªek �najstarszy�),
pó¹niej �skacze� do wierzchoªka 99828 (wierzchoªek bardzo �mªody�), by
ponownie wróci¢ do pocz¡tku, do wierzchoªka 15. W przypadku, gdy η =

ηout = 0,59 równie» mo»na zaobserwowa¢ podobn¡ tendencj¦.

4.4 �Kryzys wieku ±redniego�
W Rozdziale 2.3 znajduj¡ si¦ rozwa»ania na temat prawdopodobie«stwa, »e
ustalony wierzchoªek, w gra�e proteuszowym Pn(d, η), jest wierzchoªkiem
izolowanym. Pokazano, »e dla ka»dego η ∈ (0,1) istnieje x0(η) ∈ (0, 1), takie,
»e prawdopodobie«stwo bycia wierzchoªkiem izolowanym jest najwi¦ksze dla
wierzchoªka o numerze (1 + o(1))x0(η)n. Stosunkowo ªatwo mo»na pokaza¢,
»e w interesuj¡cych nas przypadkach, gdy η = ηout = 0,59 oraz η = ηin = 0,91

maksimum znajduje si¦ odpowiednio w punktach x0(0,59) ≈ 0,282 oraz
x0(0,91) ≈ 0,177.
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Na powy»szych wykresach przedstawiono prawdopodobie«stwo bycia
wierzchoªkiem izolowanym w zale»no±ci od poªo»enia wierzchoªka w gra�e
proteuszowym (dla d = 1). W wyniku przeprowadzonych symulacji (dla
n = 200.000 oraz d = 10) otrzymali±my zbiór wierzchoªków izolowanych. Na
wykresach naniesiono równie» te warto±ci xi, dla których wierzchoªki dxine
s¡ wierzchoªkami izolowanymi.

4.5 Rozkªad stopni
Rozkªad stopni w gra�e proteuszowym jest rozkªadem pot¦gowym (patrz
Rozdziaª 1.2). Zgodnie z Twierdzeniem 8 rozkªad stopni w gra�e
proteuszowym Pn(d, η) równie» jest rozkªadem pot¦gowym (pot¦ga zale»y
od wyboru parametru η), tzn.

P (deg(i) = k) ∼ k−1−1/η dla ka»dego i ∈ [n] .

Oznacza to, »e dla parametru η = ηout = 0,59 oraz η = ηin = 0,91 powinni±my
otrzyma¢ identyczne rozkªady jak w gra�e internetowym, odpowiednio dla
stopni wyj±ciowych (pot¦ga wynosi −2,7) oraz stopni wej±ciowych (pot¦ga
wynosi −2,1).
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Symulacje przeprowadzone dla powy»szych parametrów η oraz w
przypadku, gdy n = 200.000, d = 10 potwierdzaj¡ teoretyczne
rozwa»ania. Na poni»szych wykresach przedstawiono liczb¦ wierzchoªków
(o± Y) posiadaj¡cych dany stopie« (o± X). Wykresy te przedstawiono w
skali logarytmiczno� logarytmicznej. Liniowy rozkªad punktów w tej skali
±wiadczy o wªa±ciwym rozkªadzie (rozkªadzie pot¦gowym). Wspóªczynniki
nachylenia prostych s¡ bardzo bliskie oczekiwanych warto±ci wynikaj¡cych z
Twierdzenia 8.
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η = 0,59 η = 0,91

W przypadku, gdy η = ηout = 0,59 maksymalny stopie« wyniósª
1.936, natomiast w gra�e proteuszowym dla η = ηin = 0,91 wierzchoªek o
najwi¦kszym stopniu posiadaª a» 19.144 s¡siadów.
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